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I. Abschnitt. 


Untersuchung von Flichen in der 
zweiten Form (Parameterform). 


Wir kommen in diesem Abschnitt zu der Untersuchung 
von Flichen in der zweiten Form, wo (vgl. Bd. I, § 15 
S. 61) die Koordinaten 2, y, z eines Flichenpunkts 
in Funktion yon zwei Parametern uw und v gegeben 
sind. Die Grundlagen fiir diese Behandlung sind geo- 
metrisch wie analytisch bereits Bd. I, Abschn. II gegeben. 
Es handelt sich im wesentlichen darum, in die friiheren 
Formeln die Parameter u, v einzufiihren, was durch einfache 
Operationen geschieht. Die zweite Behandlungsweise fiihrt 
indes doch weiter als die erste; sie beantwortet nicht nur 
eine Reihe von Fragen einfacher und leichter, sondern gibt 
auch zu neuen Fragestellungen Anlaf. Wie bei der ersten 
Behandlung (vgl. Bd. I, S. 101) die sechs Gréfen x, y, 2; 
a,b, ¢ die Darstellung beherrschen, so sind es bei der 
zweiten Behandlung sechs Gréfen, die nach GauBf durch 
E, F, G; D, D’, D” bezeichnet werden und die Funda- 
mentalgréBen erster und zweiter Ordnung heifen. 
Die erste Behandlung eignet sich vorzugsweise fiir alge- 
braische Flachen, die zweite auch fiir transcendente Flichen. 
Wir folgen zunichst den Entwickelungen des Abschnitts I 
im I. Band. ; 


§ 1. Fundamentalgrofsen erster Ordnung. Linienelement. 
Oberflichenelement. 
Zur Untersuchung der Fliche in der zweiten Form sind 


die Koordinaten «, y, z eines Flachenpunkts als Funktionen 
von zwei Parametern w und v gegeben durch die Gleichungen 


(1) “=f (u,v), y=p(U,r), z=y(%,%. 


Kommerell, Theorie der Raumkuryen, II. al 
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Von diesen Funktionen setzen wir voraus, dafs sie von- 
einander unabhingig seien; eine Ausnahme hiervon soll nur 
in einzelnen Punkten und Kurven der Flache stattfinden. 

Bemerkung. Durch Elimination von uw und ¥ aus (1) erhalt 
man wieder die Flichengleichung F (x, y, z) =0. Umgekehrt kann 
man yon dieser Gleichung zu (1) tibergehen und zwar auf unendlich 
viele Arten. Man setze zu diesem Zweck «=f (u,v), y= (u, X), 
wo f und » zwei ganz willkirliche Funktionen von w und ¥ sind. 
Trigt man die Werte von « und y in die Gleichung F (a, y, z) ein 
und lést nach z auf, so ergibt sich eine Gleichung 2 wih, Dd); 
z. B. kann die Gleichung z = y (a, y) folgendermafen in Parameter- 
form geschrieben werden «=u, y=v, 2=y (U,V). 

Jedem Wertepaar «=a, v=b (a und b Konstanten) 
entspricht im allgemeinen ein Punkt (bezw. eine endliche 
Anzahl yon Punkten) der Flache, dessen Koordinaten sich 
aus (1) ergeben, wenn man uw=a, v=b setzt. Wir be- 
zeichnen den Punkt kurz durch (a, b). 

Jedem Wert v=b entspricht eine Kurve auf der 
Fliche, deren Gleichungen sind 


(2) x=f (u,b), y=y(u,b), e=y(u,)), 
wo w der variable Parameter der Kurve ist. 

Ebenso entspricht jedem Wert «=a eine Kurye mit 
den Gleichungen 


(3) xr=f(4,r), y=P(4,r), 2=y(a,r), 
wo v der variable Parameter ist. 

Man nennt die Kurven v=) (2) und w=a (8) Para- 
meterkurven der Flaiche; gibt man den Konstanten @ und ) 
in (3) und (2) alle méglichen Werte, so erhalt man zwei 
Scharen von Parameterkurven, welche die Fliche tiberziehen. 
Da durch Angabe der Parameterwerte w und v (w=a, v=Db) 
ein Punkt der Flache bestimmt ist, — es ist der Schnitt- 
punkt der Parameterkurven «=a und v=b, — so nennt 
man die Parameter wu, v auch die krummlinigen (Gauf- 
schen) Koordinaten des Flaichenpunkts. 

Kine Gleichung zwischen den Parametern u, v 


(4) P (u,v) =0 
definiert eine einfach unendliche Folge von Punkten der 
Flache, oder eine auf der Fliche liegende Kurve (die 


natiirlich nicht zu den Parameterkurven gehort); denn man 
kann aus (4) v als Funktion von wu entnehmen und in (1) 
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eintragen: die Koordinaten z, y, z sind dann Funktionen des 
Parameters u allein, und die Gleichungen stellen daher eine 
Kurve dar. 

Ein Beispiel dieser Darstellung einer Flaiche war schon 
in Bd. I, § 23 da, wo die Punkte einer Mittelpunktsfliche 
zweiter Ordnung durch die elliptischen Koordinaten « und » 
dargestellt waren. Als ein weiteres Beispiel mége die 
Gleichung einer allgemeinen Rotationsfliche (vgl. 
Fig. 19) dienen. Die Rotationsachse sei die Z-Achse. Da 
jeder Parallelkreis der X Y-Ebene parallel ist, ist z nur 
vom Radius desselben, der 
mit « bezeichnet sei, ab- 
haingig. Ein Punkt P der 
Flaiche ist nun bestimmt, 
wenn man den Radius wu 
seines Parallelkreises und 
den Winkel v kennt, den 
die Ebene seines Meridians 
mit der XZ-Ebene bildet. 
Die Gleichungen der Rota- 
tionsfliche sind also 

L=UCSV, Y=UsINV, 


(5) a=f (u). 

w= konst. ergibt einen Pa- 
rallelkreis, v= konst. einen 
Meridian der Fliche. Die 
Parameterkurven sind also 
hier die Meridiane und Pa- 
rallelkreise. Setzt man v0, 
so erhalt man den Meridian, 
der in der X Z-Ebene liect ; 
die Gleichungen desselben ~ y Fig. 19. 
sind 


r=u, y=0, 2=f(w), 
oder durch Elimination von 4 
! e=f(@), y—0. 
Eliminiert man aus (5) w und »v, so erhalt man die 


Gleichung der Rotationsflache in der Form 


a=f (la +y?). 
1 
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Fir die Kugel (Radius 7) insbesondere nehmen die 
Gleichungen (5) die Form 


L=UCoSv, Y=usnv, 2=—yr2?—wW 


Wir kehren nun zu unsern allgemeineren Betrachtungen 
zuriick und beginnen mit der Ubertragung der Formeln 
Bd. I, § 15, indem wir zunichst das Linienelement ds 
der Flache durch uw und v ausdriicken. 

Ist P ein Punkt der Flache mit den Parameterwerten wu, v 
und den rechtwinkligen Koordinaten x, y, z, und ist P’ ein 
unendlich benachbarter Punkt der Fiche mit den Parameter- 
werten u+du, v-+dv und den rechtwinkligen Koordinaten 
atda, yt+dy, z+dz, so sind die Differentiale dx, dy, dz 
nach (1) bestimmt durch die Gleichungen 


dn — 2 aut Pe dy = ait sn de, 


(6) 
Pees oe 


Das Linienelement oe war nach Bd, I, § 15, (7) 
gegeben durch die Gleichung 
ds? = dx +dy?+dz?. 
Durch Einfiihrung der Werte aus (6) erhilt man fiir 
ds einen Ausdruck in wu, v und du, dv, der von der Form 
(7) ds? = Edu +2 Fdudv+ G dv? 


ist, wo zur Abktrzung 


Ox\? au) ae 
p= (52) ate Ou) ’ 


Ox 0x , Oy Oy , Oz 08 
(8) Le, Ov Ou dv ‘ Ou Ov’ 


ox\? ae cee 
c= (2) ue Ov 
gesetzt ist. 


Die Ausdriicke H, F, G sind fiir die tolerant Unter- 
suchungen yon eroBter Wichtiokeit und heifen, da sie nur — 
die ersten Ableitungen von #, y, z nach u, v enthalten, 
Fundamentalgréfen erster Pediat: Wir setzen weiter — 
zur Abkiirzung tes 


aL? 
x 
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(9) A=jEG— F?, 
und nehmen diesen Wurzelwert stets als positiv. Setzt man 
die Werte aus (8) in (9) ein, so folgt nach Einleitung (14) 


t= HG — F? 
Ox\? 4 ay Ox0x , Oy oy . 02 02 
(52) tee sa Ou Ou Ov Foy Ov Diayy Ov 


Oxzdu , dy dy , Oz 02 mat eh . ey 
Ou Ov | Ou dv ' dudv ov ov) * \éu 
Oy oy|? |dzdz\|? |dx ea? 

Ou dv du Ov du Ov 

Oz 02 a Ox Ox si Oy oy 

Ou Ov Ou Ov Ou Ov 


Aus dieser Darstellung folgt, dai A als die Summe von 
drei Quadraten fiir reelle Punkte nie gleich Null werden 
kann, auber wenn die drei Determinanten einzeln ver- 
schwinden; dann waren aber die drei Funktionen 4, y, z 
nach Einleitung 11. nicht yvoneinander unabhingig, was 
oben ausgeschlossen wurde. A kann also nur in singuliren 
Punkten (z. B. Spitze eines Kegels) verschwinden. 

Aus (7) ergibt sich das Bogenelement ds, der Para- 
meterkurven v=konst., indem man dv=O setzt, und 
das Bogenelement ds, der Parameterkurven u=konst., 
indem man du=O setzt. Man erhilt so 


(11) ds,= jEdu, ds, = \Gdv. 


Wir nehmen die Wurzeln FH und JG positiv und 
setzen damit fest, daf die Bogen der Parameterkurven 
gleichzeitig mit den Parametern selbst wachsen sollen. 

Es sollen nun weiter die Kosinus a, f, y der Winkel be- 
stimmt werden, die eine vom Punkt P ausgehende Richtung auf 
der Flache, bezw. eine Tangente an die Fliche durch P mit 
den SS bildet. oe Bd. I, § 15, (9) hat man 

Lyae el 1 (dy oy 
aCe =al5net | TF 8p eae); ba = agua" ay”) 
ee) Wess, dz Lee, a av) 
i Pinger oe") 


Fi ] y 


(10) 


@ 


6 I. Abschnitt. Untersuchung von Flichen in Parameterform. 


Aus (12) und (7) folgt, daB a, £, y nur von dem Ver- 
haltnis du:dv der Differentiale dw und dv abhingen. Das 
Verhaltnis du:dv bestimmt also eine Fortschreitungs- 
richtung auf der Flache. 

Ist z. B. die Gleichung ®(w,v)=0 einer Kurve auf 
der Fliiche gegeben, so sind die Differentiale dw und dv 
verbunden durch die Gleichung 


(13) of a | = dv=0. 


Aus (13) ist nun das Verhiltnis dw:dv und damit die 
Richtung der Kurve in jedem ihrer Punkte bestimmt. 

Sind zwei von demselben Punkte (wu, v) ausgehende 
Richtungen du,:dv, und du,:dv, gegeben, so erhalt man 
die Richtungskosinus a,, p,, 7; und a,, f,, y, derselben, 
indem man in (12) dw und dv durch du, und dy, bezw. 
du, und dv, ersetzt, wihrend die partiellen Ableitungen 
ee u. s. w. ungedndert bleiben. 

Hieraus ergibt sich leicht der Winkel (ds, ds,) zwischen 
den beiden Richtungen. Es ist namlich nach Bd. I, § 15, 
(13) und (16) 


~ cos (ds, dS_) = ay a + By Ba + 71 Y2 wring faX 4 ¥ y r 
2 2 
sin? (ds, ds By Bo|? v1 V2 a ay A, 2 
(8 484) — Ya Caye2 By Pe 


Man erhalt hiernach unter Beriicksichtigung von (12) 
Edu, du, +F (du, dv, +d, du,)+ Gd, ae 


(14) cos (ds, ds.) = ds, ds, 
f du, dV, o- dv, AU, 
(15) sin (ds, ds.) =A ds, ds, 


(15) bedarf noch eines Beweises. Nach ee ist 
Ox Ox 
1 2 du, a a = ao,) a die co = dos) 


~ ds, ds, 0 On 0 
; (4 ay + an) (au Uy ++ 2Y am) 


Oy As 


B, Be 
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Ox Ox 
1 oy ov) duy dv, 
~ ds, dS ds, ' 
Bee lak ab, 
Ou ov ‘ _ 


woraus nach (10) leicht die Gleichung (15) folgt. 


Die Bedingung dafiir, dai die beiden Richtungen 
du,:dv, und du,:dv, aufeinander senkrecht stehen, ist 
nach (14) 


(16) Edu, du, + F (du, dvy + dv, du.) + G dv, dv, =0. 


Wir wenden dies auf die Parameterkurven an und be- 
zeichnen hier und spater 


die zu v=konst. gehérigen Grofen mit dem Index » 
ee 99 w= konst. ” ” ” ” ” v 


Dann ist nach (11) und (12) (mit dv=0, bezw. du=0) 


ten 0@ 1 dy Lip hh Obs 
Oe TE Ou’ Bu VB ou Pu VE Ou’ 
(17) 
1 da 12a 1 dz 
y= oe ae 


VG ov’ 


Ony Buy Yu DEZW. Oy By, Yy in (17) sind also die Rich- 
tungskosinus der Tangenten an die Parameter- 
kurven v=konst. bezw. w= konst. im Punkte (wu, v). 

Um den Winkel wm der Parameterkurven im Punkt 
(u, v) zu bestimmen, haben wir in und (15) du, = du, 
dv, =0; du, =0, div; =dv zu setzen und erhalten 4,,.//" 

F A A 
- (18 cos = ———_,  sinw =, tgw=—- 
i Rn ya) 8° 

Die Gleichungen (18) lassen sich natiirlich auch aus 
(17) herleiten. 

Die Bedingung dafiir, da8 die Parameterkurven sich im 

_Punkte (u, v) rechtwinklig schneiden, ist also nach (18) 


Fi==(). 
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Sollen sich die Parameterkurven iiberall rech 
schneiden, so mu8 F identisch, d. h. fir alle Werte von u 
und v verschwinden. Es folgt also 

Satz 1. Die Parameterkurven uw—Konst. und 
o=konst. einer Flache stehen itiberall aufeinander 
senkrecht, wenn das Linienelement der Flache die 
Form hat 

ds? = Edu? + G dv. 


Schlieflich ergibt sich fiir das OberflaichenelementdJ 
im Punkt (uw, v) nach Bd. I, § 15, (18) der Wert 


(20) dJ=sin w ds, ds,= Adudv. 


Man iiberzeugt sich leicht, da8 dJ bis auf unendlich 
kleine Gréfen héherer Ordnung auch gleich dem Inhalt des 
von zwei Paaren konsekutiver Parameterkurven eingeschlos- 
senen unendlich kleinen Flachenstiicks ist. 

In den folgenden Paragraphen treten noch gewisse Aus- 
driicke auf, die sich aus den Ableitungen von E, F, G nach 
u und v zusammensetzen; dieselben lauten in den Bezeich- 
nungen yon Gaus mit Benntzung der bereits eingeftihrten 


Abkiirzungen 
OxG?x 10H 0x2 Oa 160E 
- =) Jaded Tou? " =) 5a 
4 Ox Oa 106EF “ ox xz 1066 
(21) = DO Ov’ % — Dig éudv 2 0u’ 
Sire Ore*g 10G x 6xO?z  10G 
Gudve 2 0u 3 a eae over? 200 


Wir definieren endlich sechs weitere Gréfen p, p’ p”; ; 
qv, v” durch die Gleichungen 
A2p =mG—nF, A?qg =nE—mF, 
(22) 2p’ =m’G—n'F, A2q' =n’ E—m’'F, 
A2p”=m"G—n"F, A?q”=n"E—m’F, 
woraus: sich leicht 


, Olog A __, élogA 
(23) PIT Sao 1? =e 


ergibt. 
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§ 2. Flichennormale. Fundamentalgrofen zweiter 
Ordnung. Weitere Relationen. 


Die Gleichung der Tangentialebene laft sich nach 
Bd. I, § 15, (19) und (20) in der Form 


(1) (X—a)a+(Y¥—y)b+(Z—2#)c—0 
schreiben. 

Die Gleichungen der Flachennormalen waren nach 
Bd. I, § 15, (23) 
(2) (X— 2):(Y—y):(Z—2)=a:b:e. 

Um diese Gleichungen auf die zweite Flichenform zu 
libertragen, haben wir die Richtungskosinus a, b, ¢ der 


Flachennormalen durch w und v auszudriicken. Zwischen 
ihnen besteht zunichst die Relation 


(3) a? + b?+c?=1. 
Da ferner die Flichennormale auf den Tangenten an 
die Parameterkurven senkrecht steht, ist nach Einleitung (8) 
ad,+bBpyterv,=0, 
(4) aa +bp, +ey, =0. 
Aus (4) folgt nach Einleitung (15), wenn 4 einen 
Proportionalitatsfaktor bedeutet: 
Bui By Ay Ay ji 
Yu Yo ‘ Ba Br 
Durch Quadrieren und Addieren dieser Gleichungen 
folgt unter Beriicksichtigung von (3) - 
ge |Pu By ‘i Ay ay |? 
| Ya Yo| Bu Bo 


Setzt man hier die Werte aus § 1, (17) ein, so folgt 
nach § 1, (10) und (18) 
2 


(5) es Rosner ey reph mae 
Oy Ay : 


Yu Poi? 
Ay Ay 


(6) V=—7=sin?wa, A=+sinw. 


EG 


_ Moltipliziert man Ce die Gleichungen (5) be- 
iglich mit a, b, ¢ und addiert, so folgt mit Benutzung von (6) 
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i, he 
(7) h—-sin = |b By Bol 
C Yu Pov 


Wahlen wir das + Zeichen, so ist damit eine Richtung 
der Normalen als positive festgelegt und zwar diejenige, 
welche zu den bereits in $1 bestimmten positiven Rich- 
tungen der Parameterkurven v = konst, und «= konst. ebenso 
orientiert ist, wie die positive Z-Achse zur positiven X- und 
Y-Achse. Wir erkennen ‘dies am einfachsten durch Annahme 
eines Spezialfalls: Der Winkel der Parameterkurven sei = 90° 
und die Tangente der Kurve v= konst. sei parallel der posi- 
tiven X-Achse, die der Kurve u = konst. parallel der positiven 
Y-Achse, die Flachennormale parallel der Z-Achse und zwar 
nach obiger Festsetzung der positiven Z-Achse. Es ist also 
dann 

a,=1, BuO, fy == 105 a, = 0, B=1, Y= 9; 
a=0, 6=0, ¢=1; smo=t 

In der Tat stimmen diese Werte mit der Wahl des 
positiven Vorzeichens in (7), wie man leicht sieht. 

Nach dieser. Festsetzung folgen fiir a, b, ¢ aus (5) und 
(6) die Werte: 

(8) a8iN © = Buyo—Yufo, OSM =u Gy— Au Yoy 
csin © = Ay fy — Pu M- 


Durch Eintragen der Werte aus § 1, (17) ergeben sich 
aus den gece iS NG und . folgen e 


(9) 
ae ea 2 = Ont 
Ox Ox 
Oe aee a: 
Oy OY, (aia 
eo) On au eo ae i. A 
Og 02 aaa 
ou ov 
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bari ® ey oy Oz 02 Ox Ox 
ou dv du dv Ou év 
VA As bA= A= 
ae ah dz 0z\’ dx dx\’ © dy Oy 
du dv du ov ou ov 


Durch (11) sind die Richtungskosinus a, b, c) 
der Flichennormalen bestimmt. i 


Wir benutzen das Vorstehende zur Einfiihrung von 
neuen wichtigen GréfSen. Differenziert man (9) partiell 
nach w und v, so es, sich die Gleichungen 


0a Ox 0a 0x 
9) Ou ye aa 0, Ov Ou ooh ae cua 0, 
0a 0x 0a 0x 
ou {6 ee eo 0, oa ae oo 
Wir setzen nun in Ubereinstimmung mit (12) 

Ox Oa40n' _, 02a 0a 0x 
ee gaan a 7 ao oe 
i ne Sa On da oS a Ox 

14 duov Ov Ou du dv 


Nach (11) und (13) kénnen D, D’, D” auch in Deter- 


minantenform geschrieben werden, niimlich: 


02x 
Ow 
1 |d?y 
ow 
ee 


dw? du dv 


(13a) 


Ox 


Ox 


02x 


O2y 


Ov? 


Oe 
Ov 


ey 


ov 


02 


au ov 
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Aus (13) folgt, wenn man mit du und dv multipliziert 
und addiert, 


D du+D’ dv—-— > az —-_ ae, 
D’ du+- D" dv -+ Sa ee 


und hieraus durch dasselbe Verfahren 
(14a) Ddu? + 2 D’dudv + D”de? = —Xdadr— Zad?x—L*) 
Differenziert man (3) partiell nach u und v, so folet 


(14) 


alah Seal i Ptr 
4 Cu Cu cu 
o>) Ca eb ee 
a— +b -- ¢e——_ =§ 
cL ov Cov 
Maultipliziert man schlieBlich die beiden Determinanten 
éa 6a | > da" os] 
ia ce 3 = \@ Eel * 
| Ow ov | “ Ov 
a7 26 OO at 22 See 
| --0% Op] | Ou ér| 
gt Se BEE ody ee 
_ Ct dv | 6% op 
so erhalt man nach (3), (9), (10), (12), (143) und (15) | 
| @a @a| : 
a — -s 
| Cu Cv 
(16) A'b ua ob) _pp*_ De 
| om. ev) 
|. de Ge} : 
| @u 60] 


Die drei GréBen D, D’, D”, die neben den ersten 
auch die zweiten Ableitungen von z, y, z nach uw und | 


enthalten, heiBen wegen ihrer Wichtigkeit die Funda 
talgré68en zweiter Ordnung der Flache. 


*) Vel. Ba. L, § 20, (12). 
<ndn~ Aad 
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Mittels der Fundamentalgréfen erster und zweiter 
Ordnung FE, F, G und D, D’, D” lassen sich zuniichst 
noch wichtige Beziehungen zwischen den Ablei- 
tungen von a, b, ¢ und von 2, y, 2 nach w und + in beson- 
ders einfacher Weise darstellen. Es ist nach (13) und (15) 

Oxda  oydab . dz ee 


udu 'dudu'duou°” 
Ozda , Oy Ob , dz 0c © . 
(17) awe. Ca? soon” 
Oa ob . 0¢ 
a Saat ae * 5 Prine Le 
Durch Auflésen dieser Gleichungen nach de ny rid 
Ou OU ou 
ergibt sich 
Ae oe (FD’ GD) + (FD — ED) =z, 2401) 
(8) ArS° rp ye oy sae 
A? 26 _ (FD! GD) + ED ED) =", 


wie man leicht nachrechnet. Auf analogem Wege ergeben 
sich die Gleichungen 


arse 


gee = + (FD'—ED 


val 


(18a) ya ” + (FD'— ED), 


ov 


rR aD)s 


Cz 


0 * 
Ae = (FD” — GD’) * = +(FD’—ED") 


Die Gleichungen (18) und (18a) werden viel gebraucht; 
_besonders wichtig ist der Spezialfall, da8 #0 und D’—0 
ist. (Es sind dann, wie sich in § 3, Satz 3 zeigen wird, die 
ungslinien Parameterkurven.) Die Gleichungen (18) 
8a) gehen dann tiber in die Gleichungen von 
rigues: 
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da Dox ob Doy ec Doz. 
du Hou’? Ou Edu’ ou Edu’ 
1) bag Dian “ae “ Dey ec 
Ov G dv’ do .G dv’ Oo 4 ieee 


Endlich besteht noch ein wichtiges System von 
Gleichungen, welches die zweiten Ableitungen yon 
a“, y, ¢ nach w und v darstellt durch die Gréfen a, 
b, c und die ersten Ableitungen von a, y, 2 nach u 
und v. Diese Gleichungen lauten fiir x 


02x Ox (one 
aT bas Cop 
02n , Ox , Ox ; 
(20) Oudv ~P Ou 1 Bp Dia 
04 OL wee Wy 
cy oat erry Te a sae 


wo p, q, p’, a’, p”, g” die in § 1, (22) definierten Werte 
sind. Aus (20) erhalt man zwei weitere Systeme von Glei- 
chungen, wenn man 4, y, 2 und, a, b, ¢ gleichzeitig zyklisch 
vertauscht, waihrend die Gréfen p.. q”, D, D’, D”, un- 
geindert bleiben. 

Es geniigt, eine der drei Gleichungen (20) zu beweisen, 
z. B. die erste. Nach (11) ist 


1 On Ox 

du dv 

- Oy oy 
Oe Oe er 
Oz O82 

Y éu Ov 


Entnimmt man aus (13a) den Wert von D, und bildet 
das Produkt Da durch Kombination der Vertikalreihen, so 
folgt leicht 

O24 Ox” Ox 

1 |Ouw? du ov 
n G 


Da 
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und hieraus mit Benutzung der Bezeichnungen § 1, (22) die 
erste Gleichung (20). 
AnmerkungI1. Vertauscht man in den bisher eingefiihrten 
GréBen uw und v, so gehen die GréBen 
E, Hy G; Ig} iD, es mM, m’, m’; P, p, pe 
beztiglich itiber in 
G, F, E; D”, D’, D; n”, n’, n; 9”, Y; 4. 


Anmerkung 2. Die sechs Fundamentalgréfen E, F, G; 
D, D’, D” sind unabhingig von dem Koordinatensystem, 
auf das die Fliche bezogen ist, d. h. sie findern sich nicht, wenn 
die Fliche im Raum bewegt wird. Bei einer solchen Bewegung 
wird jeder Punkt (a, y, z) oder (uw, v) der Fliche in einen anderen 
Punkt (a1, y1, 21) tibergefiihrt, wobei 


Mm=une-+pytne+A, 
Yi = 0,0 + Boy + 7,2+B, 
4 =a,0-+ p,y+ 72+ C, 
ist, und die Koeffizienten a,;, 6,, 7,, sowie A, B, C konstant sind, 


und erstere den Relationem Hinleitung (10) geniigen. Durch die 
obenstehenden Gleichungen sind die ‘Koordinaten WH, Yi, % des 
Flachenpunktes in der neuen Lage als Funktionen von uw und v 
bestimmt. Es folgt also aus diesen 2 eet 


0x Oz 
Feet ge + hs SY man tee? 


usw. und hieraus unter Beriicksichtigung der Relationen Ein- 
leitung (10) 


Ox1\? , (Oy:\? On\ eA (OxL\* (Og t=. (oe \= 
(pal (GE) + (Se) = (Sa) + GE) + (55) 
usw. SBedeuten also £,, F,, G,; D,, Di, Di die Fundamental- 
gréBen der Fliche in der neuen Lage, so ist 
ee Peek, Gy Gs 
PD, Di=D% D#=D*", 


wobei der Beweis fiir die tibrigen fiinf Gréfen dem oben fiir H 
geftihrten analog ist. 


-§ 3. Konjugierte Richtungen, Asymptotenlinien, 
Krimmungslinien. Hauptkriimmungsradien. 
Nachdem in § 1 und 2 die Fundamentalgréfen erster 


und zweiter Ordnung aufgestellt und eine Reihe wichtiger 
elationen eraelentet sind, kommen wir zu den in Bad. I, 
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§ 21 behandelten besonderen Kurvensystemen auf der 
Flaiche, und es sollen deren Differentialgleichungen, sowie 
die in Bd. I, § 22 gefundenen Ausdriicke fiir die beiden 
Hauptkrimmungsradien auf die Parameter w, v iiber- 
tragen werden. 

Wir beginnen mit den konjugierten Richtungen. 
Ist P (x,y,z) ein Punkt der Flache und sind P, (@+dz,, 
ytdy,, ¢+dz,) und P, (w+dz,, ytdy, e+d%) zwei 
infinitesimal benachbarte Punkte, so ist, nach Bd. I, § 21, (4) 
die Bedingung dafiir, daB PP, und PP, konjugierte Rich- 
tungen sind 
(1) da, dx, + db, dy, + de, dz, =0, 
wo da,, db,, de, die zu dem Punkt P, gehérigen Inkremente 
der Richtungskosinus a, 6, ¢ sind. In (1) sind nun die Para- 
meter w, v einzufiihren. Sind du,, dv, und du,, dv, die 


Inkremente der Parameter, welche den Punkten P, und P, 
_zakommen, so ist 


0 0 Ox & 

— | 

(2) da, F 5 Ay oe ria AV, , 

usw. Traégt man diese Werte in (1) ein, so erhalt man 
unter Beriicksichtigung der Definitionsgleichungen ftir D, D’, D” 
§ 2, (13), an Stelle von (1) 


(3) Ddu, du, + D’ (du, dv, + dv, du.) + D” du, dv, =0. 


Diese Gleichung enthalt die notwendige und _hin- 
reichende Bedingung dafiir, dafi die beiden Richtungen 
du,:dv, und du,:dv, konjugiert sind. Ist ein System 
von Kurven gegeben, also du,:dv, als Funktion von u, 
bekannt, so stellt (3) die Differentialgleichung des 
konjugierten Systems dar. Aus (3) lat sich leicht die 
Bedingung dafiir herleiten, da$S die Parameterkurven 
konjugiert sind. Es miissen nimlich in diesem Falle die 


Werte 


a a 
du, 4 dv,, dX, 
u v ¢ 


du,=du, dv,=0 und du,=0,; du,=dv 


der Gleichung (3) geniigen. Hierzu ist aber notwendig und 
hinreichend, da EVWAKLAS parry, 


(4) D’=0 


ist. 
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Wir haben also . 

Satz 1. Die Gleichung D’=0O ist die notwen- 
dige und hinreichende Bedingung dafir, daf die 
Parameterkurven im Punkt (uw, v) konjugiert sind. 
Ist die Gleichung D’—0 fiir alle Wertepaare u, v 
identisch erfillt, so sind die Parameterkurven 
allenthalben auf der Flaiche konjugiert. 

Die Asymptotenrichtungen sind nach Bd. I, § 21, 
(10) definiert durch die Gleichung 


(5) —L=dad«z+dbdy+dcdz=0. 


Aus § 2, (14a) folgt sofort die Bedingung dafiir, dab 
eine Fortschreitungsrichtung du: dv eine Asymptotenrichtung 
ist, namlich 
(6) L=Dduv?+2 D’dudv + D’” dv? =0. 

Diese Gleichung stellt zugleich die Differential- 
gleichung der beiden Scharen von Asymptotenlinien 
auf der Flache dar. Sie hatte auch aus (3) dadurch ab- 
geleitet werden kénnen, dali dort 

du, =du,=—du, dv,—dv,—dv 
gesetzt wird, da ja jede Asymptotenrichtung sich selbst 
konjugiert ist. Sollen insbesondere die Parameterkurven 
Asymptotenlinien sein, so muf die Gleichung (6) sowohl 
fir du=0, als fiir dv=0 erfillt sein. Die Bedingung fiir 
ersteres ist D”—0, fiir letzteres D=—0. Also: 

Satz 2. Die notwendige und hinreichende Be- 
dingung dafiir, daB die Parameterkurven Asymp- 
totenlinien sind, ist, daB die Gleichungen 


(7) Die Oj) == 0 
fiir alle Wertepaare wu, v identisch erfillt sind. 
Die Hauptkrimmungsrichtungen sind nach Bd. I, 
§ 21, (8) definiert durch die Gleichung 
ada dx 
(8) M=\|b db dy|=0. 
je de dz 
| Um diese Gleichung auf die Parameterform zu itiber- 
‘tragen, multiplizieren wir die Determinante M mit der De- 
erminante A, § 2, Gl. (10) und erhalten 


Kommerell, Theorie der Raumkurven. I], 2) 
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Nun ist nach § 2, (3) und (9) 


é 
iat D> Bn si = ox dv 
nach § 2, (14) 


Cx pale Ox ts Be 
—>'da 5,7 Ddu+D’ dv, — da — D'du+ Dav. 
Endlich ergibt sich aus § 1, (6) und (8), daB 


9 ae; n-* = Bdu+Fao, Ya? —Fdu+ Gav 


ist. 
Es folgt somit 


1|Edu+Fdv Ddu+D’dv | 
A|Fdu+Gdv D’du+ D’dv 


oder entwickelt 


(ED’ — FD) dv? + (ED” — GD) dudv 
+ (#D” — GD’) dv? —0. 


Die Gleichung (10) oder (10a) ist die Bedingung dafir, 
daf die Richtung du:dv eine Hauptkrimmungsrichtung ist. 
Sie ist zugleich die Differentialgleichung der beiden 
Scharen von Kriimmungslinien auf der Flache. 

Sollen die Parameterkurven selbst Kriimmungslinien 
sein, so muf die Gleichung (10a) sowohl fiir du=0, wie fiir 
dv=O erfiillt sein. Hierzu ist notwendig und hinreichend, 
daB fiir alle Werte von w und v die Gleichungen bestehen 


ED’—FD=0, FD”—GD’=0. 


Diese Gleichungen sind linear und homogen in . 
D’. Sie kénnen also entweder dadurch erfillt sein, ~ 


(0) M= 2g 


(10a) 
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Pew—0 ist, oder-dadurth, dad y-3-e Tes 
letzteren Falle wire aber, wie aus (10a) leicht zu sehen ist, 
die Differentialgleichung der Kriimmungslinien fiir alle Werte 
von du und dv erfiillt, was nicht méglich ist. 
Wir haben also als Bedingung: /=0, D’=0, oder 
Satz 3. Die notwendige und hinreichende Be- 
dingung dafiir, daf die Parameterkurven Krim- 
mungslinien sind, ist, daB die Gleichungen 
(11) Bah, bh =, 
fiir alle Wertepaare w und v identisch erfillt sind. 
In der Tat driickt die erste Gleichung nach § 1, (19) 
aus, dai die Parameterkurven orthogonal sind, die zweite 
nach (4), daB sie konjugiert sind. 
Es hat sich also ergeben: 
Die Parameterkurven sind 
konjugierte Linien, wenn D’=0, 
Asymptotenlinien, wenn D= D”= 
Kriimmungslinien, wenn /’'= D’= 0 ist. 
Wir bestimmen endlich die Hauptkriimmungs- 
radien R, und R, der Fliche im Punkte wu, v und 
bentitzen hierzu die Gleichungen Bd. I, § 22, (4) 


dz+Rda=0, dyt+Rdb=0, dz+Rdc=0 
Ox oy 0z 


Multipliziert man diese Gleichungen beziiglich mit — 
Ow Ow Ou 


Ox dy oz 
und mit ay ae ay? 8° folgt durch Addition nach § 2, (14) 
und § 3, (9) 
(12) Edu+ Fdv=R(Ddu+D'dv), 


Fdu+ Gdv=R(D' du+ D’ dv). 
Eliminiert man hieraus R, so erhalt man die Ditfe- 
rentialgleichung der Kriimmungslinien; eliminiert man aber 
du: dv, so folgt fiir R die Bestimmungsgleichung 
RD—E RD’— 
p ) RD'—F RD'—G|~”’ 


r entwickelt 
| B(DD" —D’)— R(ED”—2FD'+GD) 
+(£G— F?)=0. 

Q* 


Was Ox | Oa | ey TON, eb ee 
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Die beiden Wurzeln R, und R, dieser Gleichung 
sind die beiden Hauptkriimmungsradien. Aus (18a) 
ergibt sich fir das Krimmungsmaf & und die mittlere 
Krimmung / im Punkte (u, v) der Fliche 


1 DD” — D’? 


(14) A pip 
Loy di, BD" BED ema 
F | —— i. 
(15) fen aera 3 EGP: 


Aus (14) ergibt sich als Gleichung der paraboli- 
schen Kurve (vgl. Bd. I, § 22, S. 99) auf der Flache 


(16) DDD ee 


Fir den Kriimmungsradius R eines beliebigen 
Normalschnittes erhalten wir schlieBSlich nach Bd. I, 
§ 22, (2) 


(17) 


/ 


L Ddw+2 D’dudo+ D” dv? 
R dst Edw+2Fdudv+ Gdv? 
Besonders einfache Ausdricke fiir die Hauptkriimmungs-. 
radien erhailt man, wenn man die Kriimmungslinien zu 
Parameterkurven wahlt, so daf nach (11) F=D’=0 
ist. Fir den Kriimmungsradius eines beliebigen Normal- 
schnitts folet dann aus (17) 
1 Ddu?+ D”dv? 
R Edw+Gdv- 
Hieraus erhalt man die Hauptkriimmungsradien R, und 
R,, wenn man einmal dv=0 und dann du=O setzt, also 


Thy DA aE 

Rp (Bee Bev: 
Aus dz+Rda=0 (s. oben) u. s. w. folgen dann die 
Gleichungen 


(18) 


(19) 


Ou 10u’? Ou 16m’ Ou 
On da oy 0b Oz 
Cv. 2607) 00. 260" Oo ae 
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Setzt man hier fiir R, und R, die Werte aus (19) ein, 
so erhalt- man wieder die Gleichungen von Rodrigues, 
§ 2, (19). 

Anmerkung 1. Aus (17) lift sich leicht die Eulersche 
Formel [Bd. I, § 18, Gl. (6)] herleiten; wir tiberlassen dies dem Leser. 

Anmerkung 2. Aus (14) und (15) folgt durch eine einfache 
Rechnung 

1 


21) A (= —z)= (ED” — G D)?— 4(ED’— FD) (FD” — GD’) 


- |p” aD = ta (ED! — FD)| + ¢ (EG — F) (ED’— FD)?. 


Hieraus lassen sich die Bedingungen fiir einen Kreispunkt 
herleiten. Da in einem solchen (vgl. Bd. I, § 18, S. 76) R, = R, ist, 
muf fiir einen Kreispunkt die rechte Seite von (21) verschwinden. 
Aus der zweiten Form derselben folgt, da& fiir reelle Kreispunkte 
diese Bedingungsgleichung in zwei zerfallt (vgl. Bd. I, 8. 100), 


nimlich 

BD’ — 6G D=0, “£ED’—FD=0 
ode 19a Des) Rigs 
22) Lk lopra 


Die beiden gleichen Hauptkriimmungsradien erhalten dann 
nach (14) und (15) den Wert 
1 1 PL DE ab" 


ee} aoe 2 Ge 
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In Bd. I, § 20 wurde gezeigt, wie eine Fliche mit 
Hilfe ihrer Normalen auf eine Kugel vom Radius=1 ab- 
gebildet werden kann; diese sphirische Abbildung ist 
nun auch fir Flichen in Parameterform aufzustellen. Wir 
werden dabei die friiher hergeleiteten Sitze bestitigt finden 
und gleichzeitig zu einigen weiteren bemerkenswerten Re- 
lationen kommen. 

Wir bezeichnen wieder alle auf die Kugel beziiglichen 
Gréfen mit dem Index 0, nur die Koordinaten des spha- 
rischen Bildes eines Punktes P(x,y,2) seien mit X, Y, Z_ 
bezeichnet, dann ist nach Bd. I, § 20 


X= hy ¥=6, Lb, 


X?+ Y2+ 72? —1. 
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Wir bilden nunmehr die Fundamentalgré8en F,, fy, Gy; 

», Dj, D? fiir die Einheitskugel, wo z. B. Ey = ->( _ 
tay ist. Es ist nach (1) 


(3) dst dX?4d¥?4d2 =da?+ dv + de, 
wo 
Oa 0a ob 0b, 
da— =~ du+ =~ dv, a ae 
de mi 


Mit Benutzung von § if a is (18a) folgt nun aus (3) 
und § 3, (14), (15) 
(4) ds, — Ey, dw +2 Fy dudv+ G, dv 

= (hD—k E)du?-+2(hD’—kF)dudv+(hD”—kG) dv?, 

oder . 
5) ds? —hL —kds*=h(D du? + 2 D’dudv+ D” dv?) 
( —k(Hdw?+2 Fdudv+ Gdv?). 

Aus (4) folgt fiir die Fundamentalgréfen erster 
Ordnung: 
(6) Ey=hD—kE, Fy=hD'—kF, Gy=hD’—kG. 
(7) Ay bAs 

Die Richtungskosinus der Flaichennormalen sind 


fiir die Bildkugel natiirlich dieselben, wie fiir die Fliache, 
also ist 


(8) =a AX, hb Y , =e ae 


Wendet man die Gleichungen § 2, (11) auf die Bild- 


kugel an, so erhalt man nach (7) die Identititen 


0b Ob 0c 0c 0a 

Ou Ov Ou Ov Ou dv 
0) oh). gel he ln Sal’ on 

du dv Ou dv ou 


Fir die .Fundamentalgréfen zweiter Ordnung 
folgt aus § 2, (13) 


§ 4. Sphirische Abbildung. Ebenenkoordinaten. 93 
da\? ; dada ™ 0a\, 
D== D5) B= Dna P-— Doe) 
0 X\? da\? 
also wegen FE, = Dy ( | =>" (23) ete. 


(10) Oe, ADiesi By Dh xo Gy: 


Aus § 3, (14) und (15) folgt dann, wie vorauszusehen war 


b= 1, ly = — 2. 


Aus den obigen Formeln ergeben sich noch 
einige Siatze, die teilweise schon in Bd. I aufgestellt 
waren. 

1. Ist D’=0, so sind nach § 3, Satz 1 die Parameter- 
kurven auf der Filache konjugiert. Nach § 2, (13) ist dann 


0a OL Oa Ox 
Oudv ~’ Ov Ou 
Ox ody Oz 


Da den Richtungskosinus der einen kon- 


Ou? Ou? du da 0b 0c 
jugierten Richtung (dv = 0) ap ante Bp 
rischen Bildes der anderen (dw=0) proportional sind, so 
folet (vgl. Bd. I, § 21, Satz 1, Zusatz 1). is 

Das sphirische Bild einer von zwei konjugierten | / 
Richtungen steht auf der anderen senkrecht. 

Da eine Asymptotenrichtung sich selbst konjugiert ist, 
so folgt weiter 

Das spharische Bild einer Asymptotenrichtung 
ist senkrecht zu dieser. 

Da eine Hauptkriimmungsrichtung auf ihrer konjugierten 
senkrecht steht, folgt 

Das sphirische Bild einer Hauptkriimmungs- 
richtung ist parallel zu dieser. 

Man sieht leicht, da man durch diese Siitze auch die 
entsprechenden Richtungen definieren kénnte (vgl. Bd. I, 
§ 28, Aufg. 15 und 16). 

2. Aus dem letzten der obigen Siitze ergibt sich, dai die 
arischen Bilder der Kriimmungslinien ein Orthogonal- 
em bilden. Fragen wir umgekehrt nach der Bedingung 
ir, daB ein Orthogonalsystem auf der Fliche (/’=0) in 


] 


denen des sphi- 
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ein Orthogonalsystem auf der Kugel (24 =0) tibergeht, so 
folgt aus /, =hD’—kF=0 die Bedingung D’=0; F=0, 
so lange nicht h oder k=0 ist, d. h. 

Ist fiir eine Flaiche weder h noch k=O, so geben 
nur die Krimmungslinien als spharisches Bild 
wieder ein Orthogonalsystem. 

3. Ist fiir eine Flaiche die mittlere Kriimmung h=0 
(Minimalflichen, vgl. Abschn. IT, § 23 ff), so folgt aus (6), 
daB mit / auch F) verschwindet, d. h. 

Fir eine Fliche von der mittleren Krimmung 
Null (Minimalfliche) gibt jedes Orthogonalsystem 
als spharisches Bild wieder ein Orthogonalsystem. 

Nach (5) ist weiter fiir diesen Fall 


vas” 2 = — kds®. 


Mit Watering a § 8 folgt hieraus: 

Die spharische Abbildung einer Flaiche von der 
mittleren Krimmung Null (Minimalfliche) ist kon- 
form. 

4, Fiir das Oberflaichenelement dJ hatten wir in § 1, 
(20) gefunden 

dJ =Adudv; 
also folgt fiir das Oberflichenelement der Hinheitskugel 
dJ, =A, dudv, 
oder nach (7) 
dd, =kA dudv. 
Es ist also 
ad, 
add 
d. h. wir finden hier den Gaufischen Satz (Bd. I, § 22, 
Satz 3) bestatigt. 


é 


Mit der sphirischen Abbildung hangt aufs engste zu- 
sammen die Behandlung einer Flache in Ebenenkoordi- 
naten. Sind wieder a, b, ¢ (oder X, Y, Z) die ceri ad 
kosinus der Flachennormalen in einem Flichenpunkte P(z,y,2), - 
ist ferner J’ der Abstand der Tangentialebene dieses Punktes 
vom Koordinatenursprung, so ist die Gleichung der Tan- 
gentialebene im Punkte P in é, 7, € als laufenden ee - 
koordinaten 
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(11) SA, BZ. 


Die Koeffizienten X, Y, Z, 7’ heifen dann die Ebenen- 
koordinaten der Fliche. Wir setzen nun voraus, dab 
X, Y, Z, T als Funktionen zweier Parameter u, v so ge- 
geben seien, daf sie der Gleichung (2) geniigen: d. h. man 
kennt die sphirische Abbildung der Fliche und auferdem 
T als Funktion von (uw, v). Gibt man w~ und v alle még- 
lichen Werte, so erhalt man aus (11) ein zweifach unend- 
liches System von Ebenen, welche die Fliache einhiillen. Um 
die Flache in der gewéhnlichen Weise untersuchen zu kénnen, 
haben wir die Punktkoordinaten zw, y, z in w und v aus- 
zudriicken. 

Da der Beriihrpunkt (z, y, z) stets auf der Tangential- 
ebene (11) liegt, so besteht die identische Gleichung 


(12) Xa+ Vy+Zz2—T=0. 

Differenziert man diese partiell nach w und », so ist 
nach § 2, (9) (a= X etc.) 
(13) Xe+ Yiy+42—T,=—0, 

X,7+ Y,y+ 4,2—T,=0, 
ox 
Ou 
und (13) nach w, y, z erhilt man 2, y, zg als Funktionen 
yon u, v und damit die Flachengleichung in der iiblichen 
Form. Man kann nun noch die Fundamentalgréfen HL, F, G; 
D, D’, D” bilden, um die Flache in der gewéhnlichen Weise 
zu behandeln. Am besten geschieht dies folgendermafen: 
Wir bilden die Gleichungen § 2, (20) fiir die Bildkugel und 
erhalten mit Beriicksichtigung von (1) und (10) 

Xi — Dy KX —H +H X=0, 

(14) Xo — pi X, —H X,+ Fy X=0, 

| Xo, — pi X — qv Xp + Gy X=0, 
sowie die entsprechenden Gleichungen fiir Y und Z in den- 
selben Koeffizienten. Dabei sind p,, q usw. die fiir die 
_ Einheitskugel gebildeten GréBen § 1, (22) und daher wie 
f FI, G, bekannte Funktionen von (u, v). Differenziert 
(a 


wo X, Hoge Sys = usw. ist. Durch Auflésen von (12) 


3) weiter nach ~ und 2, so folgt mit Benutzung von 
3) 


} 
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Xy@+Vyyt+4,2—Ly=D, 
(15) Xyo@+ Yyoy+ 2.2 — Ty, =D, 
XooU0+ Yoo y + 294 — Ty, = D”. 


Multipliziert man die erste Gleichung in (14) mit a, 
die analogen mit y und g und addiert, so folgt nach (12), 
(13) und (15) 
Lay By Ly — 9 Ly Ey De 
(16) Py, — po LT, — 90 Ty + FT = — DV’, 
Loy 6 Ly, — 99 Ty + Gol = — Ds 


wobei die zwei letzten Gleichungen ‘hnlich erhalten werden, 
wie die erste. Damit sind die Fundamentalgréfen D, D’, D” 
explizite als Funktionen von « und v dargestellt. Um auch 
i, I, G auszudriicken, setze man in (6) fir h und & die 
Werte aus § 3, (14) und (15) ein; lost man nun nach 
i, FF, G auf, so folgt 


At = FD" —2 F, DD’ + GoD’, 
(17) Al r= 2, D'D"~ FADD’ Do)eG oe 
MiG = Ey, D”?—2F,D' D" + GD”. 


Hieraus bestimmen sich, wenn man noch fiir D, D’, D” 
die Werte aus (16) eintriigt, auch LH, I’, G als Funktionen 
von # und 2. 

Anwendung. Auf der Einheitskugel ist ein Or- 
thogonalsystem von Kurven gegeben; gesucht ist 
die Fliche, fiir die jenes Orthogonalsystem die 
sphirischen Bilder der Kriimmungslinien darstellt. 

Der Gang der Lésung ist folgender: Wir setzen vor- 
aus, daB X, Y, Z als Funktionen von wu und v gegeben 
seien, derart, daB X?-+ Y2-+ Z?=1 und Ff, =0 ist. Sollen: 
die Parameterkurven auf der Fliche Kriimmungslinien sein, 
so mu} J’—0 und D’=0 sein. Die mittlere Gleichung (16) 
ist dann eine partielle Differentialgleichung fiir 7. Ist diese 
integriert, so ist Z’ gefunden. Aus (12) und (13) erhalt man 
durch Auflésen nach x, y, 2 die Elichengleigaaae in Para- 
meterform. 


Anmerkung. Fir eine Fliche mit zwei ‘Syste en 


von ebenen Kriimmungslinien besteht jenes Orthog 
system aus zwei Scharen sich rechtwinklig schnei 


§ 5. Transformation der Parameter. oF 


Kreise. Es folgt dies aus dem Satze von Joachimsthal, 
Bd. I, § 24, Satz 5. Ein solches Kreissystem erhalt man 
z. B., wenn man durch einen Kugelpunkt zwei zueinander 
senkrechte Tangenten zieht und das Ebenenbiischel durch 
jede dieser Tangenten mit der Kugel zum Schnitt bringt. 
Wir iiberlassen es dem Leser, fiir diesen speziellen Fall die 
Flachengleichungen aufzustellen (die Gleichungen des Sy- 
stems sind in § 7, (26) enthalten). 


§ 5. Transformation der Parameter. 


Fiir viele Aufgaben ist es zweckmiifig, statt der ge- 
gebenen Parameter neue einzufihren (vgl. § 6ff.). Sind 


(1) P (u, v)=4, Y (u,v) =b, 
wo a und 0 willkiirliche Konstanten sind, die Gleichungen 


der Kurvensysteme, die als Parameterkurven eingefiihrt 
werden sollen, so hat man einfach 


(2) P (my) = P(u, r), pr) = Fu, ») 

zu setzen, wo gm und wy ganz willkiirliche Funktionen der 
neuen Parameter u, und v, sind; denn fiir wu, =konst. folgt 
® (u,v) = konst., ebenso fiir v, =konst. Y(u,v)=konst. List 
man (2) nach # und v aut 


(3) U= Pu, %), V= Q (M4 %) 
und setzt die gefundenen Ausdriicke fiir w und v in die 
Flachengleichungen § 1, (1) ein, so sind die Kurvensysteme (1) 
als Parameterkurven eingefiihrt, und es lassen sich ohne 
Schwierigkeiten die sechs Fundamentalgréfen in den neuen 
Parametern u,, v, aufstellen; wir bezeichnen dieselben, wie 
 tberhaupt alle auf die neuen Parameter beziiglichen GrdBen, 
mit dem Index 1. Diese sechs Fundamentalgréfen E,, F’,, G,; 
D,, Dj, Df lassen sich aber auch direkt durch die ur- 
_ spritinglichen ausdriicken, wenn man noch die partiellen 
_ Ableitungen der Funktionen P und Q in (3) benutzt. Setzt 

| oP 
OY 


“man, wie tiblich, zur Abkiirzung 5 =P, 
so ist My 


, —du=P, du, +P, dv, dv=Q, du + Qa; 


=P, usw., 
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Cx ox Oz 0% Cx ex 
5 —_=P,—4 = ~—=P,= =— 
6) 7, oe ©: 5p? Cr, 2 oat ae 


nebst den entsprechenden Gleichungen in y und z. 
Hiernach ergibt sich fir die FundamentalgréBen 
erster Ordnung 


Ez, -s(- = — EP?+2FP,0,4+6@, 


Cx CZ 


) R= = EP, P,+F(4.04+07%)4+ 609, 


U, OV, 


Fibhrt man hier noch in E, F, G vermittelst der 
Gleichungen (3) statt « und v die Parameter u, und 2, ein, 
so sind die Gréfen E,, F,, G, als Funktionen von u, und 7, 
bestimmt. 

Setzen wir zur Abkiirzung: 


IP, B| 
7 33 
@) ae 
so zeigt man leicht, dab 
(8) = E,G, — Fi=(EG— F’)& =’ 
ist. 


Die Determinante 6, die bei der Einfiihrung neuer Para- 
meter eine wichtige Rolle spielt, heibt die Transformations- 
determinante. | 

Um auch die Fundamentalgréfen zweiter Ordnung aus- 
zudricken, haben wir nach § 2, (11) die Richtungskosinus 
a,, b,, ¢, der Normalen fiir die neuen Parameter zu bilden. 
Man findet 
(9) a,—a, b—b, &|=¢6, 
wo wieder in a, b, ¢ vermittelst (3) u, und 7, eimzutihren 
sind. Nach (6), (9) und § 2, (a3). erhalt man fir oe 
Fundamentalgréfen zweiter Ordnung: 

D,=DPi+2D’'P,Q,4+ DQ, 
(10) Di=DP,P,+D’ (P,Q +P.) + DQ @,- 
Di= DP; +2D'P,Q, + D” Q:. 
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Die Fundamentalgréfen zweiter Ordnung driicken sich 
also ganz in derselben Weise aus, wie die erster Ordnung. 
Aus (10) folgt 


(11) Dy Di — DF = (DD” —D”) 8. 


Es liegt nun nahe zu untersuchen, welche Funktionen 
der sechs Fundamentalgréfen, bezw. der Parameter wu, v 
bei einer Transformation der Parameter invariant 
bleiben, d. h. in den neuen Parametern dieselbe Form und 
denselben Wert haben, wie in den alten. Solche Invarianten 
sind z. B. nach (9) die Richtungskosinus a, 6, c. Es abt 
sich weiter von vornherein tibersehen, daf z. B. das Krim- 
mungsmafS #& und die mittlere Kriimmung h, ferner die 
Differentialformen ds?, L, M, N invariant sein werden; denn 
die durch sie definierten geometrischen Gréfen (vgl. Bd. I, 
§ 27) driicken sich ja durch die Fundamentalegréfen und die 
Differentiale der Parameter stets in derselben Weise aus, wie 
auch die Parameterkurven gewihlt sind. Diese Invarianz 
wird durch die Rechnung bestitigt. Fur das Kriimmungs- 
maf & folgt sie unmittelbar aus (8), (11) und § 3, (14); fir 
die mittlere Kriimmung durch eine einfache Rechnung 
aus (6) und (10). Fir das Linienelement ds, hat man 


dsi = E, du; +2 F, du, dv, + G, dvi. 
Durch Eintragen der Werte aus (6) ergibt sich: 
ds; = E(P, du, +P, dv) 
+2 F(P, du, + P, dv,) (Q, du, + Q, dr) 
G(Q, du dv,)?, 
oder nach (4) PE st) 


(12) ds? — Edu? + 2 Fdudv-+ G dv? = ds?. 


Damit ist wegen der Ubereinstimmung von (6) und (10) 
auch die Invarianz von L (vgl. § 2, 14a) bewiesen. Auch 
fiir M hat der Beweis keine Schwierigkeit. Etwas um- 
standlicher wird die Rechnung fir N, da hier noch die 
zweiten Differentiale von uw and.,0 en wir tiberlassen 
die Ausfiihrung dem Leser. 
| Als Beispiel einer Parametertransformation behandeln 

wir die Aufgabe: Die Gleichungen des einmantligen 
tationshyperboloids auf die Asymptotenlinien als 
rameterkurven zu tibertragen. 


| 
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Die Gleichungen desselben sind 


: b 
(13) &=Ueosv, y=usinv, @=— w—a?, 


wo die Kurven w—konst. die Parallelkreise, die Kurven 
v=konst. die Meridiane sind. 
Die sechs Fundamentalgréfen erhalten folgende Werte 


b2 a2 * 
(4) Balt+apegy» F=0, Gaus 
pe re 4 
15) (u? — a®)[a? (w? — a?) + b? |” 
( os wb 


- [ee a) ewe) 
Also ist die Differentialgleichung der ripe lat 
y G) } ede PMA eco Lo 0 
(16) /7# cA amie 
Dieselbe ist durch Quadratur integrierbar, die beiden Scharen 
von Asymptotenlinien haben die Gleichungen 


Le Br) 
(17) Op are sin = ¢5 0— are sin ==. 


Die Asymptotenlinien werden also als Parameterkurven ein- 
gefiihrt durch die Substitution 


DRG in 
(18) 2u,=v-+aresin—; 2v,=v—arcsin—, 
_— U i U 


oder nach « und v aufgelést 


a 
(19) V=h%+%, a EC EE 
Die rechten Seiten dieser Gleichungen sind die Funk- 
tionen P und Q in (3). Es ist also 
Pp aes (u, — %,) a COS (Uy, —) 
(20) Tsim? —2,) 2? si 
Q =, Q. = =1; 
Also. sind die sechs neuen Fundamentalgréfen rison i) 
d (10) j 
un 


§ 6. Anwendung auf Rotations- und Schraubenflichen. 31 
a? + b? 


— a? cos 2 (u, — v,) — 6? 


1” sint (u, —%)’ fae sin* (uw, — %) : 
1) G—ge Di-0, 
—2ab us 


ij, ? Di= 


© sin — 2%) La? cos? (wu, — 2) + 2?| 

Natiirlich hatte man diese Werte auch auf dem ge- 
wohnlichen Wege nach Einsetzen der Werte von uw und v 
aus (19) in (13) finden konnen. Aus D, = D{=0 folgt 
nach § 38, Satz 2, daf nunmehr in der Tat die Kurven 
u, =konst., v; =konst. Asymptotenlinien sind. 


§ 6. Anwendung auf Rotations- und Schraubenfliichen. 


Wir wenden die bisherigen Ergebnisse auf zwei wichtige 
Flachengattungen, die Rotationsflichen (vgl. hierzu Fig. 19, 
8. 3) und die Schraubenflichen an. 

Die Gleichungen einer Rotationsfliche in Parameter- 
form sind nach § 1, (5) 


(1) f=ucosv, y=—usinv, z=—f(u); 


die Parameterkurven «=—konst. sind die Parallelkreise, die 
Parameterkurven v= konst. die Meridiane. Zur Bestimmung 
der sechs Fundamentalgréfen hat man nach § 1 und 2 aus 
(1) die ersten und zweiten partiellen Ableitungen von a, y, 2 
nach ~% und v zu bilden. Diese sind 


== 008, ou. sin v, Sf), 
=—usinv, oY woos, w= 0, 
=0, ee =f"), 
=— Uucosry, BM ae 9p. Ha 
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Hieraus ergeben sich nach § 1, (8) die Fundamental- 
gréfen erster Ordnung folgendermafen 


(3) E=1+7(@}, .F=0, Go 
Das Linienelement ds erhalt also die Form 
(4) ds? == {1 + fw) du? + u2dv?. 


Da F'=O ist, sind nach § 1, Satz 1 die Parameter- 
kurven aufeinander senkrecht. Nach § 1, (9) ist ferner 


©) AP = wwf (WP. 


Fir die Richtungskosinus a, b,c der Flachen- 
normalen ergibt sich nach § 2, (11) 


(6) Aa=—uecosvf’(u), Ab=—usinvf’(u), Ac=u. 


Die Fundamentalgréfen zweiter Ordnung sind 

nach § 2, (13) 
uf’ (u wu? f’ (wu 

(7) jy at ) D’=0, io be ye 

Aus den Gleichungen (6) folgt leicht der bekannte 

Satz 1. Auf jeder Rotationsfliche fallt die 
Flachennormale mit der Normalen der Meridian- 
kurve zusammen. 

Da aufSer F auch D’=0 ist, so haben wir nach § 3, 
Satz 3 

Satz 2. Auf jeder Rotationsfliche sind die 
Meridiane und Parallelkreise Kriimmungslinien. 

Die Differentialgleichung der Asymptotenlinien lautet 
nach § 3, (6) fiir unsern Fall 


(8) f’ (u) du? +uf’(u) dv? =0. 
Sie ist durch eine Quadratur integrierbar in der Form 
(9) v= (22 du+C. 

Es folgt 


Satz 3. Auf jeder Rotationsflache ergibt sich 
die Gleichung der Asymptotenlinien durch eine 
bloBe Quadratur. <a : 

Zur Bestimmung der Hauptkriimmungsradi 
und R, kénnen wir hier die Gleichungen § 3, (19) b 
und erhalten (vgl. Bd. I, § 28, Aufg. 9) 


§ 6. Anwendung auf Rotations- und Schraubenflichen. 33 
|) pee COE a 
Bas ry Be wll + Py" 

Dabei ist R, der Hauptkriimmungsradius fiir die Haupt- 
krimmungsrichtung dv=0O (Meridian); aus (10) folgt nun 
leicht der a. a. O. erwihnte Satz: 

Satz 4. Auf jeder Rotationsfliche ist der eine 
Hauptkriimmungsradius gleich dem Kriimmungs- 
radius der Meridiankurve, der andere gleich dem 
Stick der Flachennormale bis zur Rotationsachse. 

Daraus ergibt sich ; 

Zusatz. Liegt das Kriimmungszentrum eines “ 
Punktes der Meridiankurve auf der Rotationsachse, 
so sind die Punkte des Sh De pane Parallelkreises 
Kreispunkte. 4p apm ti 

Wir suchen cook die Glereliany det parabolischen 
Kurve auf der Flache; dieselbe ist nach § 3, (16) in unse- 


rem Falle we f'(u) +f”) = 0 


Diese Gleichung kann auf dreierlei Weise erfillt sein, 
namlich 1) durch w= 0; 2) durch f’(u) = 0; 3) durch f”(u) =0 
Im ersten Fall schneidet die Kurve die Rotationsachse, 
hierdurch entsteht ein Knotenpunkt (K in Fig. 19), der der 
parabolischen Kurve angehért. Im zweiten Falle ist’ die 
Meridiantangente senkrecht zur Rotationsachse; der zuge- 
hérige Parallelkreis ist ein Zweig der parabolischen Kurve. 
Im dritten Faile hat die Meridiankurve einen Wendepunkt ; 
die Parallelkreise aller Wendepunkte (z. B. WW’ in Fig. 19) 
der Meridiankurve sind also ebenfalls Zweige der para- 
bolischen Kurve. 

Von besonderer Wichtigkeit sind die Formeln (10) fiir 
die Aufgaben, Rotationsflachen zu bestimmen, deren Haupt- 
krimmungsradien durch eine Relation von der Form 
F(R,, R,)=0 verbunden sind. Setzt man hier fiir R, und 
R, aus (10) die Werte ein, so erhalt man durch Integration 
f(w) und damit nach (1) die Rotationsfliche. Fir die 
Flachentheorie besonders wichtig sind folgende Fille (vgl. 
- Bd. I, § 28, Aufg. 27 u. 28): 


a it) RR 9 d. h. eine Rotationsfliche von kon- ~ 
Bly 2 


r mittlerer Krimmung gleich Null (sogenannte ( 
nerell, Theorie der Raumkurven, II. 3 
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Minimalfliche); ihre Meridiankurve ist die Kettenlinie; 
die Flaiche heiSt daher Katenoid. 


2 ada =", WO @ eine reelle Konstante ist, Wir 
’ 
R, R, 


haben hier Flichen von konstantem positivem Kriim- 
mungsma; unter ihnen befindet sich die Kugel yom Ra- 
dius a. 

1 


ae le 
Es sind dies Flachen von konstantem negativem Kriim- 
mungsmaf. Unter diesen ist von besonderem Interesse 
diejenige, deren Meridiankurve die sogenannte Traktrix ist, 
d. h. die Kurve, fiir welche das Stiick der Meridiantangente 
vom Berihrpunkt bis zur Rotationsachse konstant ist. Diese 
Flache heiit Pseudosphare. 

Wir kommen auf alle diese Flichen noch zuriick. Es 
wird dem Leser nicht schwer fallen, die Gleichungen der- 
selben aufzustellen. 

Das Linienelement einer Rotationsfliche erhalt eine 
besonders einfache und charakteristische Form, 
wenn als Parameter w der Bogen der Meridiankurve ein- 
gefiihrt wird. Sind 


(11) w=ru) 2=flw 


die Gleichungen der Meridiankurve in der XZ-Ebene, wo + 
also wu der Bogen derselben ist, so ist wegen daw?+dz2=du? 


(12) (oes f’(w?=1. 


= — a’, wo a wieder eine reelle Konstante ist. 


Ist v der Winkel, den ein beliebiger Meridian mit der 
XZ-Ebene macht, so lauten die Gleichungen der Rotations- 
fliche 


(13) L=reosv, y=rsinv, e—f(u), 
Als Linienelement der Rotationsfliche folgt hieraus 
(14) ds? = du? + r(u)?2 dv. | fia 


Nail ies Hier ist also H=1, F=0, G reine Funktion vo 
Diese Form (14) hatte man auch aus (4) dadurch erh 
kénnen, da man statt w einen neuen Parameter u,_ 
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der Gleichung (1+ /’(w)?)'? dw=du, eingefiihrt hatte.) Um- 
gekehrt gilt der 

Satz 5. Zujedem Linienelement von der Form (14) 
laBt sich eine Rotationsfliche finden, der dieses 
Linienelement zukommt. 

Denn dann ist r(w) bekannt; aus (12) ergibt sich f(w) 
und aus (13) die Rotationsfliche. 

Als zweites Beispiel behandeln wir die Schrauben- 
flichen. Eine solche wird erzeugt, indem eine beliebige 
Kurve (im allgemeinen eine doppelt gekriimmte) gleichzeitig 
um eine Achse gedreht und parallel der Achse verschoben 
wird, und zwar so, dafi das Verhiltnis der Drehgeschwin- 
digkeit zur Geschwindigkeit der Verschiebung konstant ist. 
Jeder Punkt der erzeugenden Kurve beschreibt bei dieser 
Bewegung eine Schraubenlinie, und zwar haben alle diese 
Schraubenlinien gleiche Achse und Ganghéhe. Schneidet man 
die Schraubenfliche mit einer durch die Schraubenachse ge- 
legten Ebene, so erhalt man eine Schnittkurve, die wir 
Meridiankurve nennen. Es leuchtet ein, da simtliche 
Meridiankurven kongruent sind. LErteilt man einer solchen 
Meridiankurve dieselbe Schraubenbewegung, durch welche 
die Fliche erzeugt wurde, so erzeugt die ebene Meridian- 
kurve dieselbe Flaiche. Die allgemeinste Schraubenfliche 
kann daher durch eine ebene Kurve (Meridiankurve) er- 
zeugt werden, welche eine Schraubenbewegung um eine in 
ihrer Ebene liegende Gerade (Schraubenachse) ausfiihrt. 

Um die Gleichung einer solchen Fliche aufzustellen, 
nehmen wir die Z-Achse als Schraubenachse; ferner sei u 
der Abstand eines Punktes der Meridiankurve von der 
Z-Achse; dann ist die Gleichung der Meridiankurve: z=q(w). 
Sie liege zunichst in der XZ-Ebene; dann wird sie bei 
Ausfiihrung der Schraubenbewegung um einen Winkel v 
um die Z-Achse gedreht, und gleichzeitig um eine mit v 
proportionale Gréfe a-v parallel der Z-Achse verschoben. 
Die Koordinaten eines Punktes x, y, 2 der neuen Lage der 


Meridiankurve sind dann offenbar (vgl. Bd. I, § 1) 
(15) L=UCosv, y=usinv, z= g(u)+av. 

Diese Gleichungen stellen die Gleichungen der Schrauben- 
he selbst in den Parametern uw und v dar. Die Kurven 


‘konst. sind Schraubenlinien, die Kurven v= konst. die 
x 
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Meridiane. Ist a0, so geht die Schraubenbewegung in 
eine einfache Rotationsbewegung, die Schraubenfliche in 
eine Rotationsflache tiber. Die Rotationsflichen kénnen also 
als ein spezieller Fall der Schraubenflichen (Ganghéhe = 0) 
aufgefaBt werden. 

Auf ganz analoge Weise wie bei den Rotationsflaichen 
erhalt man bei den Schraubenflichen die sechs Fundamental- 
gréBen. Wir bilden nur FH, F’,°G und iiberlassen dem Leser 
D, D’, D” aufzustellen. Es ergibt sich 


(16) H=1+q’(u)?, F=2aq’u), G=wvwt+ea. 


Fiir das Linienelement der Schraubenflichen erhalten 
wir also 
(17) ds? ={1+ y’ (u)?y du? + 2a p’(u) du dv + (u? + a?) dv?. 

Wie bei den Rotationsflichen wollen wir auch hier dem 
Linienelement durch Einfiihrung eines neuen Parameters 2%, . 
eine andere Form geben, die spiater benutzt werden wird. 
Wir vereinigen zuniichst die beiden letzten Glieder zu einem 
vollstindigen Quadrat, indem wir schreiben 


P eal . a’ (uv) dul? 
(18) ds E 1 oP du? + (uw? + a?) 00 “hie : 
Wir setzen nun 
p’(u) du 
(19) moot af eee ; 


oder nach v aufgelést 
vm my, — af 2eae, 


Dabei bedeutet m eine Konstante. Setzt man diesen 
Wert von v in (15) ein, so erhalt man die Koordinaten 
x, y, 2 eines Punktes der Schraubenfliche ausgedriickt durch 
die Parameter « und v,. Das Linienelement der Fiche 
nimmt dann nach (18) und (19) die Form an 


fi wou? 
(20) aaa + Le | aw + m0? (w? ++ a?) dv? 

Da hier der Koeffizient von dudv, verschwindet, 
sind die neuen Parameterkurven «= konst. und v, =ko 
nach § 1, Satz 1 aufeinander senkrecht, oder die Ku 


1 
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v,=konst. sind die Orthogonaltrajektorien der Schrauben- 
linien. Es folgt 

Satz 6. Auf jeder Schraubenfliche ergeben sich 
die Orthogonaltrajektorien der Schraubenlinien 
durch blofe Quadratur. 

Wir werden spiiter (§ 12) die Gleichungen (14) und 
(20) benutzen, um zu zeigen, dafi zu jeder Schraubenfliche 
eine Rotationsfliche existiert, auf die die Schraubenfliche 
aufgewickelt werden kann, wie ein Blatt Papier auf einen 
Kegel oder Cylinder. 


§ 7. Minimallinien. Isometrische Linien. Isometrische 
Parameter. 


Zu den bis jetzt betrachteten reellen Linien auf der 
Flache treten noch gewisse imaginire Flachenkurven, 
die in den metrischen Verhiltnissen der Fliche eine Rolle 
spielen: es sind die schon in Bd. I, § 13 betrachteten 
Minimallinien. Wir definieren mit Beziehung auf das 
dort Entwickelte die Minimallinien auf der Fliche als die 
Kurven, deren Tangenten alle den unendlich fernen imagi- 
naren Kugelkreis treffen. 

Thre Differentialgleichung ist nach Bd. I, § 13, (15) 


(1) dx? + dy? + da? =0 

Diese Gleichung zeigt, daf das Paitin at ds der 
Minimallinien iiberall die Lange Null hat, weshalb man die- 
selben auch Linien von der Linge Null nennt. 


In den Parametern u, v lautet die Differentialgleichung 
der Minimallinien nach § 1, (7) 

(2) ds? = Edw? + 2Fdudv+ Gdv?=0. 

Durch jeden Flachenpunkt gehen nach (2) zwei Mini- 
mallinien; dieselben sind stets imaginir, da die Diskrimi- 
nante von (2) A?—HG— F? [vg]. § 1, (10)] nicht ver- 
schwindet. Durch Spaltung von (2) in zwei Linearfaktoren 

erhalt man 
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Die aus diesen beiden Differentialgleichungen sich er- 
gebenden Werte von du:dv sind konjugiert imaginar. Hs sei 
nun “ ein integrierender Faktor der Differentialgleichung (3), 
der natiirlich im allgemeinen auch eine komplexe Funktion 
von 4 und v sein wird. Maultipliziert man die linke Seite 
von (3) mit “, so wird sie ein exaktes Differential, das mit 
da bezeichnet sei, so daB also 


(5) da=p(\Bau+ ES av) 


ist. Nennt man die Funktion, die aus ~ durch Vertauschen 
von 2 mit —7 hervorgeht, die zu w konjugierte Funktion 
und bezeichnet man diese mit », so zeigt man leicht, dab 
y ein integrierter Faktor von (4) ist: man erhialt so ent- 
sprechend zu (5) 


(6) dp=y (\Bau+ z =) . 


Aus (5) und (6) erhalt man durch Integration zwei 
Gleichungen von der Form 


(7) p (Uu, v) a 
(8) p (440) =B. 

Dies sind die Gleichungen der Minimallinien, und 
zwar stellt (7) die eine, (8) die andere Schar derselben dar. 
Da die rechten Seiten von (5) und (6) konjugiert imaginar 
sind, so sind » und w konjugiert imaginére Funktionen von 
wu und v, und daher auch die Integrationskonstanten a und 6 
konjugiert imaginire Gréfen. 

Das Linienelement der Flache erhalt nun eine besonders 
einfache Gestalt, wenn man mit Hilfe von (7) und (8) statt 
der willkiirlichen Parameter w und v die GréSen a und £ . 
als neue Parameter einfiihrt. Multiplizieren wir namlich (5) 
und (6) und setzen zur Abkiirzung 
(9) tae A2 

py 
so erhalten wir 


(10) ds? =22 dadp. 


Hierbei sind in 4? noch die Parameter u, v mittels (7) 
und (8) durch a und f zu ersetzen. Man sieht, daB fir — 
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a=konst. und 6=konst. beidemal ds=0, also die Diffe- 
rentialgleichung (2) der Minimallinien befriedigt wird; man 
nennt daher a und f die Parameter der Minimallinien. 
Wir fassen unsere Ergebnisse zusammen in den 
Satz 1. Zerlegt man die rechte Seite der 
Gleichung 
ds? = Edw? +2 Fdudv+ Gdv? 


in ihre beiden Faktoren und setzt jeden derselben 

gleich Null, so erhalt man zwei Differential- 

gleichungen, deren Integrale, nach den Integrations- 

konstanten a, 6 aufgelést, die Form haben 
p(u,v)=a, p(u,v)=f. 

Fiihrt man mittels dieser Gleichungen a, f 
statt uw, v als Parameter in die Gleichungen der 
Flache ein, so werden die Minimallinien Parameter- 
kurven und das Linienelement der Fliche erhalt die 


einfache Form 
ds*=727 da dp. 


Erstes Beispiel. Die XY-Ebene (¢=0). 
Das Linienelement ist 
ds? = dx? + dy? = (dx +idy) (dx —idy). 
Die Gleichungen (3) und (4) lauten also: 
dz+idy=0, dx—idy=0, 
oder integriert 
x+iy=a, x—tiy=6. 

Durch Einfiihrung von a, f erhilt ds? die Form 

(11) ; ds?=dadB. 


Zweites Beispiel. Die Kugel vom Radius = 1. 
Die Gleichungen derselben waren (§ 1, S. 4) 
L=UCOSV, Y=uUsiNY, e=J1—w. 
_Hiernach erhilt das Linienclement die Form 


du? 
_— Wh 


2) S det +u? dv?, 
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Die Gleichungen (3) und (4) lauten 
du du 


13 ————— +iudv=0, ————iwdv=0. 
a8) fis, yi—w 
Die Integration liefert 
rer? 
Leigh E +iv=lga, 
m 1+yl—w 
—lgit * —iv=lgf, 


wo die Integrationskonstanten auch in der Form von Loga- 
rithmen angenommen sind. 

Die Auflésung von (4) nach w und v ergibt 
TON a sont LP. oe ine 


we ed OTE 3 ” Qéyap. 


Durch Einfiihrung von a, f erhalt ds? die Form 


(16) ds? =— 


Mithin lauten nach (15) die Gleichungen der Kugel in 

den Parametern a, f der Minimallinien . 
nae i(B—@) . , GB 

U1). Ta ceh Uo dae 


Fir manche Anwendungen ist es zweckmiafiger, den 


Parameter 6 durch uh zu ersetzen, so dai also a und 
ee konjugiert imaginaér sind. Die Gleichungen (16) und 
(17) gehen hierdurch tiber in : 


»_ Adadp . 

(18) ds (a— A) 
1—af i(1+<a) a+, 
(19) 0 ae i ipa ) ‘a 


Die Ubereinstimmung dieser Gleichungen mit Bd. 
§ 13, (14) zeigt, daB die Minimallinien der Kugel il 
geradlinigen Erzeugenden sind. ; 
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Die imaginiren Minimallinien einer Flaiche fiihren nun 
zu wichtigen reellen Liniensystemen, den sogenannten iso- 
metrischen (isothermen) Linien auf der Fliche. Da, 
wie wir gesehen haben, die Parameter a und f konjugiert 
imaginér sind, kénnen wir setzen 


(20) a=u+iv, p=u—v, 


wo nun w und v reelle Parameter spezieller Art sind, die 
natiirlich mit den zu Anfang des Paragraphen benutzten 
allgemeinen Parametern wu, v nicht zu verwechseln sind. 

Das Linienelement in den Parametern a, f hatte nach 
(10) die Form 

ds? =)? dadfp. 

Vermége (20) geht dasselbe iiber in 
(21) ds? = A? (du? + dv?) 
wo in 4” yermittelst (20) ebenfalls u, v statt a, 6 einzufihren 
sind. Da nach (21) #'=0, stehen fiirs erste die neuen 
Parameterkurven «—konst., v—konst. nach § 1, Satz 1, 
allenthalben aufeinander senkrecht, bilden also ein Ortho- 


gonalsystem. Bilden wir weiter die Bogenelemente ds, und 
ds, der Parameterkurven, so erhalten wir nach § 1, (11) 


dsy=Adu, ds,=Adv. 


Nimmt man nun die voneinander unabhingigen Diffe- 
rentiale dw und dv gleich groB an, so wird ds,—ds,. Kon- 
struiert man also auf der Flache die Parameterkurven 
w=konst., ndem man w der Reihe nach die festen Werte 
u, u+du, u+2du, uw4+3du... usw. gibt, und ebenso die 
Parameterkurven v = konst. mit den Werten v, v-+ dv, v-+ 2 dv, 
v+3dv... usw., wobei du=dv ist, so teilen diese Kurven 
die Flache in unendlich kleine Quadrate; denn die 
Parameterkurven stehen ja aufeinander senkrecht, und da 
ds,-=ds, ist, sind die beiden von einem Flichenpunkt aus- 
gehenden Linienelemente der Parameterkurven gleich grof. 
Man nennt aus diesem Grund das System der Parameter- 
kurven w=konst. und v=—konst. ein isometrisches 
urvensystem. Solche Kurven spielen in der Theorie der 
neleitung eine wichtige Rolle, man bezeichnet daher das 
auch als ein isothermes und die Parameter uw, v 
ische Parameter. Zunachst haben wir nun den ~ 
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Satz 2. Die notwendige und hinreichende Be- 
dingung dafiir, daf die Parameterkurven isometrische 
(isotherme) Linien sind, ist, da8 die Gleichungen 
BE YW 
GG D(v) 
bestehen, wo Y nur von uw, ® nur von v abhangt. 

Denn ist 4 ein Proportionalititsfaktor, so hat man fiir das 
Linienelement ds? = 4[Y(u) du? + @(v) dv?] oder, wenn statt 
| Yu) du, j B(v) dv beaw. dU, dV gesetat wird, ds?—=1(dU?+dV?), 
woraus folet, 8 die Kurven U= konst., V=konst. und 
damit auch die Kurven «= konst., o= kone. isometrische 
Linien sind; jedoch sind « und v nicht thermische Para- 
meter, sondern U und J. 

Auf jeder Fliche gibt es nun unendlich viele iso- 
metrische Kurvensysteme. Um von einem gegebenen 
System reeller isometrischer Parameter (u, v) zu einem andern 
(u,, V) tiberzugehen, haben wir nur zu setzen 


(23) u+iv=O(u,+7%,), u—w= G, (u,—iy), 


wo ®, die zu ® konjugierte Funktion ist. 
Ks ist dann 


(24) dutidu= ®’. (du, +dv,),du—Av = ©{- (du, —idy), 


wo @’ die Ableitung der Funktion ® nach ihrem kom- 
plexen Argument bedeutet. ds? geht also tiber in 


(25) ds? = j? (du? + dv?) =12 OD’ Of (du, + dv), 


woraus hervorgeht, dai in der Tat ae Parameter (u, ¥) 
isometrische sind. 


Anmerkung1l. Aus (23) folgt, daB man von einem System. 
reeller isometrischer Parameter (u, v) zu einem andern (w,, v,) 
dadurch iibergehen kann, dafi man w gleich dem reellen, v gleich 
dem rein imaginiren Teil einer willkiirlichen Funktion @ der 
komplexen Variabeln wu, + 7%v, setzt. 

Anmerkung 2. Sind @ und @, nicht konjugierte Funktionen, 
so erhalt man gleichfalls ein System isometrischer Parameter, die 
aber nun nicht mehr reell, sondern imaginir sind. 


Erstes Beispiel. Die XY-Ebene (¢=0) 
Das Linienelement ist é 


ds? = dx? + dy?. 


(22) > ese 
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Die Parallelen zu den Koordinatenachsen bilden also 
ein isometrisches System. Das allgemeinste isometrische 
System von Kurven der X Y-Ebene erhalt man nach (23) 
durch die Substitution 

Ly = D (a, +74), 2 — ty = D, (2° —1Y;); 
wo wieder © und @, konjugierte Funktionen sind. 


Zweites Beispiel. Die Kugel vom Radius = 1. 


Nach (20) haben wir in den Gleichungen (16) und (17) 
a=u+iv, ieee zu setzen, und erhalten 


@ C= y 20 erate 


(26) eae w+tvet1’ w+te+l’ 
»_ 4(du? + dv?) ea! 
ds Nee we FI) ae doh he KO 


Man zeigt leicht, daf die Kurven wu = aan und v = ae 
Kreise sind, die durch den Punkt (x 0, y = 0, z=1) gehen, 
und deren Ebenen parallel der X-Achse , bezw. Y-Achse 
sind. Das allgemeinste System isometrischer Linien (w,, 2) 
erhalt man dann wieder durch die Gleichungen 


(27) utiv=D(u,+ir,), w—iv=G, (u, —iv,). 


§ 8. Konforme Abbildung. 


In engem Zusammenhang mit dem System der Minimal- 
linien und den isometrischen Systemen steht das Problem 
der konformen Abbildung einer Fliche auf eine 
andere. Man versteht darunter eine punktweise Bezichung 
zweier Flachen zueinander derart, daf einem unendlich kleinen 
Dreieck der einen Flache ein unendlich kleines Dreieck auf 
der anderen entspricht, das dem ersten ahnlich ist. Man 
nennt aus diesem Grunde eine derartige Abbildung eine 
winkeltreue (weil zwei Kurven der einen Fliache sich unter 
demselben Winkel schneiden, wie die entsprechenden Kurven 
_ der anderen) oder konforme, im Gegensatz zu der, spiiter 
_ zu behandelnden, flachentreuen Abbildung, bei der einem 
lich kleinén Dreieck der einen Fliche ein solches auf 
nderen mit gleichem Inhalt entspricht. 
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Das Problem der Abbildung von Flachen auf Flachen 
ist aus einer praktischen Aufgabe entsprungen, namlich von 
der Erdkugel eine geographische Karte zu entwerfen. Eine 
solche Karte ist eine ebene Figur, welche die Erdoberfliche 
oder einen Teil derselben darstellt. Kine solche Darstellung 
hatte gar keine Schwierigkeit, wenn die Erdoberflache in 
die Ebene abwickelbar wire. Da indes die Gestalt der 
Erde einer Kugel ziemlich nahe kommt, ist es (der strenge 
Beweis hierfiir wird sich spiter ergeben) unmdglich, einen 
Teil ihrer Oberfliiche in einer Ebene darzustellen, ohne die 
gegenseitige Lage der einzelnen Orte, sowie ihre Abstiinde 
voneinander zu dindern. Eine geographische Karte gibt daher 
stets ein verzerrtes Bild der Erdoberfliche. Man hat sich 
aus diesem Grunde damit begniigen miissen, Karten her- 
zustellen, die wenigstens in kleinen Partien ein ahnliches 
Bild des betreffenden Kugelteils geben, so daS also die 
Winkel, die z. B. zwei sich kreuzende Strafen, oder Fliisse 
mit ihren Nebenfliissen bilden, in ihrer wahren Gréfe auf 
der Karte zur Darstellung kommen (konforme Abbildung). 
Eine solche Abbildung ist dann aber nicht zugleich flachen- 
treu. Die alteste bekannte konforme Abbildung einer Kugel 
auf die Ebene ist die von Ptolemiéus herriihrende stereo- 
graphische Projektion. Weiterhin haben sich mit dem Pro- 
blem der Kartographie in hervorragender Weise Lambert, 
Euler und Lagrange beschiftigt. 

Die Frage der Kartographie wurde nun von der Konig- 
lichen Sozietiit der Wissenschaften in Kopenhagen im Jahre 
1822 zu folgender Preisfrage verallgemeinert: ,,Die Teile 
einer gegebenen Fiche auf einer anderen Fiche so abzu- 
bilden, da’ die Abbildung dem Abgebildeten in den klein- 
sten Teilen ahnlich wird*. Gau8 hat diese Preisfrage in 
voller Allgemeinheit gelést (Gau8’ Werke IV, S. 189—216), 
und zwar auf ahnlichem Wege, wie Lagrange fir spe- 
zielle Fille. 

Ehe wir den analytischen Weg der Lésung (nach 
Gau8) betreten, zeigen wir, wie man auf einfache Weise 
das Problem der konformen Abbildung durch geometrische 
Betrachtungen erledigen kann. Dem Punkt P der Fibebe 2 
mige der Punkt P, der Flache S, entsprechen: Jede 
Linienelement a durch P entspricht ein Linienelemet 
durch P,. Durchliuft @ das Strahlenbiischel durch 
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durchliuft wegen der Winkeltreue a, ein ihm kongruentes 
Strahlenbiischel durch P,. Wir legen nun (s. Fig. 20) die 
Tangentialebene in P so auf die in P,, dafi P und P, nicht 
zusammenfallen, also entsprechende Strahlen a, a, sich 
schneiden, und daS die beiden Strahlenbiischel gleichen 
Drehsinn haben, Die Schnittpunkte entsprechender Strahlen 
a, d,; 6, b, erzeugen dann bekanntlich einen Kreis, der 
durch P und P, geht. Wir fragen nun nach den Strahlen 


Fig. 20. 


%, X,, die einander zugeordnet und parallel sind. Solche | 
miiBten namlich zur Deckung kommen, wenn P auf P, ge- 
legt wiirde. Die Strahlen x, x, sind nun offenbar diejenigen, 
die nach den beiden unendlich fernen imaginiren Kreis- | 
punkten hinweisen, die also in die Richtung der Minimal- 
linien fallen. Diese letzteren entsprechen sich also bei der 
konformen Abbildung, und wir haben den 

Satz 1. Bei der konformen Abbildung zweier 
Flachen aufeinander sind die Minimallinien der 
einen Flache denen der anderen zugeordnet. 
Man beweist leicht analog wie oben die Umkehrung 
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Analytisch ergibt sich die Zuordnung der Minimal- 
linien am einfachsten dadurch, dai wir auf S wie auf S, 
die Minimallinien zu Parameterkurven wihlen. Die Linien- 
elemente ds und ds, haben dann die Form 


(1) ds? =i? dadp, ds? =i? da, dB,. 
Setzt man nun 

(2) a= F(a), b= Fi (by); 

oder auch 

(3) a=F (6), B=F(a), 


so sind durch das System der Gleichungen (2) oder (3) die 
beiden Filachen konform aufeinander bezogen. Denn jedem 


Q gs 


te 
P 4 
BR 


Fig, 21. 


Punkt (a,, 6,) auf S, ist dann durch (2) oder (3) ein Punkt 
(a, 6) auf S zugeordnet, und den Minimallinien von S, 
(a, = konst.; 6, = konst.) entsprechen die Minimallinien von S 
(a= konst.; 6=konst.). Die Gleichungen (2) oder (3) ver- 
mitteln daher eine konforme Abbildung, und zwar offenbar 
die allgemeinste. Da a, und #, konjugiert imaginar sind, 
so miissen, falls die Abbildung reell sein soll, die will- 
kilichen Funktionen F' und F, konjugiert sein. Hine 
reelle konforme Abbildung ist also definiert durch die 
Gleichungen (2) oder (3), wo # und F, konjugierte Funk- 
tionen sind. 

Wir behandeln nun das Problem im Sinne von Gau8. 

Die Koordinaten x, y, z eines Punktes P (vgl. Fig. 21) 
der Fliche S seien Funktionen zweier Parameter u und 2; 
ebenso seien die Koordinaten Ty, Yi» % eines Punktes 
der Fliche S, Funktionen zweier Parameter 
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Eine Zuordnung der Punkte von S zu den Punkten von S, 
ist offenbar hergestellt, wenn wir jedem Wertepaar (u, v) 
ein Wertepaar (u,, v,) zuweisen. Wir fassen also u,, v, als 
Funktionen von wu, v auf, wobei diese Funktionen so zu be- 
stimmen sind, dai sie den Gesetzen der konformen Ab- 
bildung geniigen: x, y, 2 sowohl als 2, y,, 2, sind dann 
Funktionen der beiden Parameter w und v, und jedem 
Wertepaar u, v entspricht ein Punkt P(#,y,2) auf S und 
ein Punkt P, (#,4,,2,) auf S,, den Parameterkurven von S 
entsprechen die Parameterkurven in S,. Einem unendlich 
kleinen Dreieck PQR auf S muf dann ein unendlich kleines 
aihnliches Dreieck P,Q, R, auf S, entsprechen. Es muf 
also 
(4) PQ PR 
PQ PR,’ 
sein, und zwar fiir jedes beliebige Paar von Fortschreitungs- 
richtungen PQ und PR; mit anderen Worten: das Ver- 
haltnis des Linienelements ds in P zu dem ent- 
sprechenden ds, in P, muf unabhiaingig sein von der 
Fortschreitungsrichtung in P. Sind nun 


(5) ds? = Hdw?+2 Fdudv+ Gdv?, 
(6) ds} = E, du? +2 F dudv-+ G, dv? 
die Ausdriicke fiir die Linienelemente in P und in P,, so 
muB ds:ds, unabhingig von du:dv sein; d. h. es muf not- 
wendig 
(7) ee Ge Peet ys Gy 
sein. Damit ist aber auch die zweite Bedingung (4), die 
Gleichheit der Winkel erfiillt. Denn sind du: dv und du’: dv’ 
die Verhaltnisse der Differentiale, die den Fortschreitungs- 
richtungen PQ und PR bezw. P,Q, und P,R, zukommen, 
so ist nach § 1, (14) 

sQPR— Edudu’+ F (du dv’+ dvdu’)+G dv dv’ 
(Edu? + 2 F dudv+ Gdv?)(Edu’? + 2 Fdu’ dv’+ Gdv’) 


| Ersetzt man hier H, F, G durch F,, PF, G,, so erhalt 
man cos Q, P, R,. Nach (7) dndert der Ausdruck aber, wie 
_ man leicht sieht, seinen Wert nicht, also ist die Bedingung 
% }) nicht nur notwendig, Gndern auch hinreichend. 


ZQPR=ZQ2BR 


4) on 
e 4 ' 
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Aus (7) folgt nun weiter, da den Richtungen der Minimal- 
linien in P diejenigen in P, entsprechen, denn ein Ver- 
hiltnis du:dv, das ds=0 macht, macht wegen (7) auch 
ds, =0. Umeekehrt sicht man, daf eine Abbildung, bei 
der den Minimalrichtungen i in P diejenigen in P, éntsprechen, 
notwendig eine konforme ist. Denn wenn sich aus ds=0 
und ds,=0 dieselben Werte von du: dv ergeben, so miissen 
notwendig die Koeffizienten E, F’,G den Koeffizienten Ey, F,, G, 
proportional sein. 

Damit ist das notwendige und hinreichende Kriterium 
dafiir aufgestellt, ob eine gegebene Abbildung konform ist 
oder nicht; wie man nun wirklich eine solche findet, ist 
schon oben gezeigt worden: man fihrt auf beiden Flichen 
die Minimallinien als Parameterkurven ein und ordnet diese 
einander zu. Sind wieder a, 8, bezw. a,, 8, die Parameter 
der Minimalkurven, so vermitteln die Gleichungen 


(8) a=F(a,), B= F, (6) 
oder 
(9) a= F'(p,), B= F, (@) 


die allgemeinste konforme Abbildung. Soll diese ins- 
besondere reell sein, d. h. soll eimem reellen Punkt der einen 
Fliche ein reeller Punkt der andern entsprechen, so miissen 
F und F, konjugierte Funktionen sein. Die Linienelemente 
beider Flachen sind durch (1) dargestellt. 

Um nun von den komplexen Parametern der Minimal- 
linien zu den reellen der isometrischen Linien tiberzugehen, 
haben wir zu setzen 

a=u+iv, B=u—wt, 
=% +ir,, Bp=u,— iY, 
wodureh die Linienelemente (1) tibergehen in 


(10) ds? = 42 (du? + dv?), 
(11) ds; = 4; (du; + dv}). 
Die Abbildungsformeln werden nach (8) und (9) — Bs 


(42) utiv=F(u,+iv,), u—iv=F, (u,—#i), 


oder 


=. 
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(13) wu+tiw=F(u,—i,), utiv= F (4 = 1%); 


wo F und F, konjugierte Funktionen sind. Die Bedingung, 
daB F und F, konjugierte Funktionen sind, ist insbesondere 
dann erfillt, wenn fiir beide eine und dieselbe reelle Funk- 
tion gesetzt wird. Daraus folgt 

Satz 2. Eine Fliche S wird reell auf eine 
andere Fliche S, konform abgebildet dadurch, daf 
man die isometrischen Parameter u und v von S 
gleich dem reellen (imaginiren), bezw. imaginiren 
(reellen) Teil einer beliebigen reellen Funktion 
der komplexen Variabeln (u,+%v,) setzt, wo u, und 
v, die isometrischen Parameter der Fliche S, sind. 

Die eingeklammerten Worter gelten, wenn die Formeln 
(13) benutzt werden. 

Von Wichtigkeit ist noch das Verhiltnis A der Linien- 
elemente ds und ds,. Dasselbe bestimmt die lineare Ver- 
groéferung, die bei der Abbildung auftritt, wiahrend sein 
Quadrat K? die Flichenvergréferung angibt. Es ist 
nach (10) und (11) 

2 2 2 2 
(14) Ree ee “ x Go a ae!) 
ds; ai (du; + dv}) 
also bei Benutzung der Abbildungsformeln (12) 
2 
(15) Ka 7 Fu, + in) Feu, — in), 


1 


wo die Striche die Ableitung nach dem komplexen Argument 
u, +1v,, bezw. u,—1v, bedeuten. 

Der Unterschied zwischen den Abbildungen (12) 
und (13) ergibt sich folgendermafen: Wir bestimmen den 
Winkel w, den das Linienelement ds mit der Isotherme 
v=konst. bildet und ebenso den Winkel w, des Linien- 
elements ds, mit der Isotherme v,=konst. Nach § 1, (14) 
und (15) ist 

ds cosw =/1 du, ds sinw =A dv; 

ds, cosw,=Adu,, ds,sinw, = 4, dr. 
Hieraus folgt 
6 eatw du--tidv in duty + 1dr, 
du—idv’ du, —idv, 


Ko mmerell, Theorie der Raumkurven, I. 4 
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Dividiert man diese beiden Gleichungen, so folgt 
ote ae (du + idv) (du, — id) 
(du —idv) (dv, +idv,)’ 
also, wenn wir die Abbildung (12) benutzen, 
EY (uy +0) | es 
EY (uy, — 1%) Ws 


Da Zihler und Nenner der rechten Seite konjugiert 
imaginar sind, so sind ihre Moduln gleich; der Modul ihres 
Quotienten also =1. Man kann also setzen 

E" (uy, +1) — 2 
Ft (u, — 1) é 


wo @ eine reelle Funktion von « und % ist. Es folgt somit 


e2t(w—w) — 


e2t(w—w1) — e2tP : 
oder 
(17) w—w, =, 


Da nun © fiir ein bestimmtes Paar zugeordneter Punkte 
P und P, konstant ist, so wichst w-mit w, Die beiden 
Strahlenbiischel der von P und P, ausgehenden Linien- 
elemente haben also den gleichen Drehsinn. Man sagt dann: 
Die Abbildung (12) ist eine Abbildung im gleichen 
Sinne. 

Multipliziert man die beiden Gleichungen (16) und 
wendet die Abbildung (13) an, so erhalt man auf ganz ana- 
loge Weise 


(18) w+w,= ¥, 


wo W wieder eine reelle Funktion von u, und »v, ist. In 
diesem Fall entspricht also einem Zuwachs von w eine gleich 
grobe Abnahme von w,: die beiden Strahlbiischel haben 
entgegengesetzten Drehsinn. Die Abbildung (13) heibt 
daher eine Abbildung im entgegengesetzten Sinne. 

Zur Veranschaulichung der beiden Arten von Ab- 
bildungen vergleiche man in der Ebene die Kongruenz und 
die Symmetrie als spezielle Falle konformer Abbildung. 


ie 
4 - 
+ Sars 

ne eee 
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§ 9. Beispiele fiir konforme Abbildung. 
I. Ebene auf Ebene. 


Die rechtwinkligen Koordinaten x, y eines Punktes der 
Ebene sind, wie sich in § 7 zeigte, thermische oder iso- 
metrische Parameter. Sind also z,, y, die Koordinaten eines 
Punktes einer zweiten Ebene, so sind nach § 8, (12) und (13) 
die allgemeinsten Formeln fiir eine reelle konforme Abbildung 


(1) atiy=Fa,+iy,), v—iy=F, (a, —%y,), 
oder 

(la) w+iy=F(u%,—ty,), x—iy=F, (%,+%y,), 
wo wieder Ff und F, konjugierte Funktionen sind. 


Das VergréSerungsverhiltnis ist, wenn die Formeln (1) 
benutzt werden 


K? = F(a, + 1y;)- (a, — tm). 
2 
Als Beispiel wihlen wir in (1) F'(0)= 5 , Wo @ eine 


Konstante und # das komplexe Argument w-+iy bedeutet. 
Dies gibt die Abbildung durch reziproke Radien- 
vektoren. 

Die Abbildungsformeln sind also fiir diesen Fall 

a? - a* 

—, &—Y= —s 
Ly + VY Ly — VY4 
Aus diesen Formeln folgt 


)  w+iy= 


3 rt 2 eee 
" Oa ew. 
oder 

(4) BE ax, a ay, 


aay? dg 

Um diese Abbildung geometrisch zu veranschaulichen, 
denken wir uns die beiden Ebenen so aufeinander gelegt, 
daB die positive X-Achse mit der positiven X,-Achse, und 
ebenso die positive Y-Achse mit der positiven Y,-Achse 
zusammenfallt. Wir haben dann eine Abbildung der Ebene 
auf sich selbst. Aus der zweiten Gleichung (3) folgt dann, 
daB jeder Punkt P mit seinem Bildpunkt P, auf demselben 

ne : 4* 
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Strahl durch den Ursprung liegt, und die erste Gleichung (3) 
zeigt, daB das Produkt ihrer Abstinde vom Ursprung kon- 
stant —a? ist. Die Punkte eines Kreises um den Ursprung 
mit dem Radius r gehen also tiber in die Punkte eines kon- 


‘ ‘ : ae ‘ 
zentrischen Kreises, dessen Radius 7,=— ist. Aus diesem 
r 


Grund heift die Abbildung ,,Transformation durch 
reziproke Radien“ oder auch kurz ,,Inversion“ (Liou- 
ville). Der Kreis um den Ursprung mit dem Radius a heift 
Inversionskreis; jeder Punkt desselben fallt mit seinem Bild- 
punkt zusammen. Man beweist leicht folgende Siatze fiir 
diese Abbildung: 

Jede Gerade geht in einen Kreis durch den Koordinaten- 
ursprung iiber und umgekehrt. 

Jeder Kreis, der nicht durch den Koordinatenursprung 
geht, geht in einen Kreis iiber. 

Jeder Kreis durch zwei zugeordnete Punkte fallt mit 
seinem Bild zusammen und schneidet den Inversionskreis 
rechtwinklig. 


Anmerkung 1. Hitte man als Transformationsgleichungen 
gewahlt 


(he A a 


—, @—iy= —} 
XH, — Vy, L, + UY, 


so hatte man statt des Bildpunktes P, sein Spiegelbild in Bezug 
auf die X-Achse erhalten. 

Anmerkung 2. Die konforme Abbildung zweier Ebenen 
heift auch isogonale Verwandtschaft. 


etiy= 


II. Kugel auf Ebene. 


Dieser Fall ist wegen seiner Wichtigkeit fiir die Karto- 
graphie von besonderem Interesse. 

Als Parameter fiir die Kugel wihlen wir die ther- 
mischen Parameter w und v, die in § 7, Gl. (26) eingefihrt 
sind. Die Gleichungen der Kugel lauteten dort 


Qu 20 wu? + v2 —1 


Rian we pedi? 2 wpe’? 7 epee? 
und fiir das Linienelement war gefunden 
A (du? + dv?) 
Ones prehss erals ewe 
(6) ds (uw? +? +1) 
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In der Ebene wihlen wir als thermische Parameter die 
rechtwinkligen Koordinaten 2,, y,. Nach § 8, (12) sind 
alsdann die Abbildungsformeln 


(1) utiv= Fe, +iy,), u—iw= Fe, —iy), 
wo wieder F' und F konjugierte Funktionen sind. Je nach- 
dem die willkiirlichen Funktionen F’ und F, gewahlt werden, 


erhalt man verschiedene Abbildungen. Wir betrachten zwei 
derselben, die fiir die Kartographie besonders wichtig sind. 


1. Die stereographische Projektion. 
Die Abbildungsformeln sind hier 


UtiVv=4,+iy,, U—wW=a7,—Yy; 
oder 
Baw, P= v. 


Hiernach ergeben sich fiir die rechtwinkligen Koordi- 
naten der Kugel (x, y, 2) und der Ebene (%,, y,) die Be- 
ziehungen 

ar 2y vit yi—1 
8) « a y= 1 ge . 
OO aryei’? ) ares’ aryl 


Durch diese Formeln ist jedem Punkte (7, y,) der 
Ebene ein Punkt (2, y, 2) der Kugel zugeordnet. Aus ihnen 
folgen leicht die beiden Gleichungen 


(9) %(l—z)=2, y, (1—2)=y. 

Die Abbildung lat sich in einfacher Weise geometrisch 
deuten, wenn wir Ebene und Kugel in einer speziellen 
Lage annehmen, nimlich so, daB die X- und Y-Achse der 
Ebene beziiglich mit der X- und Y-Achse der Kugel zu- 
sammenfallen (vgl. Fig. 22). 

Ist dann N der Punkt, wo die Z-Achse die Kugel 
schneidet, so folet aus (9), daB der Punkt P(x, y, 2) der 
Kugel und der Punkt P, (x,,y,) der Ebene mit dem Punkt V 
in einer Geraden liegen. Man erhilt also zu jedem Punkt P 
der Kugel sein Bild P, in der Ebene, indem man P yon N 
aus in die Ebene projiziert. Man nennt die hier betrachtete 
konforme Abbildung stereographische Projektion. Fabt 
man N als Nordpol, die Z-Achse als Achse der Erde auf, 

iF =e sieht man, daf die Meridiane sich als Geraden durch 
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den Ursprung des Koordinatensystems, die Parallelkreise als 
konzentrische Kreise um denselben abbilden. Einem Kreis 
auf der Kugel, dessen Ebene die Gleichung hat 


Ag+ By+ Cz+D=0, 
entspricht nach (8) in der Ebene die Kurve 
2Ae,+2By,+ O(@i+yi—1)+ D(#i+y%i+1)=0, 


die, wie man leicht sieht, ebenfalls ein, Kreis ist. Daraus 
ergibt sich: Wird das System der Meridiane und Parallel- 


Fig, 22. 


kreise von einem beliebigen Punkte der Kugel aus stereo- 
graphisch projiziert, so ergibt sich als Bild der Meridiane 
ein System von Kreisen, welche durch die projizierten Pole 
hindurchgehen, und als Bild der Parallelkreise ein System 
von Kreisen, welche die ersteren orthogonal schneiden. 


2. Mercatorprojektion. 


Eine andere wichtige Abbildung der Kugel auf die Ebene 
erhalt man, wenn 


Utiv=erty, %—iv=—eu1—in 


gesetzt wird. Durch Trennung der reellen und imaginaéren 


Teile folgt 


uU=eC0Sy,, V=eNsiny, 
und nach (5) 
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2 €% COS Y; _ 2e%siny, e?% — 1 
ee aa ome? im pT 

Durch (10) ist wieder jedem Punkte (x,, y,) der Ebene 

ein Punkt (xz, y, 2) der Kugel zugeordnet. Den Parallel- 

kreisen g=konst. der Kugel entsprechen in der Ebene die 


Parallelen zur Y-Achse xz, = konst., den Meridianen - = konst. 


der Kugel die Parallelen zur X,-Achse y, =konst. Das Grad- 
netz der Kugel bildet sich also in der Ebene als zwei Scharen 
von Parallelen ab, die sich senkrecht schneiden. Diese Art der 
Abbildung heibt atorpr tion, (Mercator 1569) 
und wird Hatioe i sre zur He sarees von Seekarten be- 
nutzt, und aya aus folgendem Grund: Der Seemann richtet 
bekanntlich den Lauf des Schiffes nach dem Kompaf derart, 
dai die Lingsachse des Schiffes mit der Linie Nord-Siid 
immer denselben Winkel bildet. So lange sich dieser Winkel 
nicht dindert, beschreibt also das Schiff eine Kurve, die die 
Meridiane iiberall unter demselben Winkel schneidet und 
die ,,Loxodrome“ heifit. Diese Loxodromen bilden sich, wie 
man unmittelbar sieht, auf der Mercatorkarte als Geraden 
ab. Um also den Kurs eines Schiffes zu ermitteln, das von 
einem Orte A nach einem andern B fahren soll, hat man 
einfach auf der Mercatorkarte A und B durch eine Gerade 
zu verbinden. — Fiihrt man auf der Kugel die geographische 
Linge A und das Komplement der Beperpnniecnen Breite 6 
ein (s. Fig. 22), so ist 


(11) “x=cosdsinB, y=sindsinf, er 
und hieraus nach (10) 


m=lgetes, Y=. 


Diese Formeln ermdglichen , aus der geographischen 
Linge 4 und Breite 90—f eines Punktes die Koordinaten 
Z,, y, seines Bildes auf der Mercatorkarte zu berechnen. 


III. Abbildung der Kugel auf sich selbst. 
Als Parameterkurven der Kugel wahlen wir die Minimal-: 
linien. Ihre Gleichungen sind dann nach § 7, (19) 
' 1—afp a(1+ af) a+B 
12 a eee OP) 
( ) au Ge B ) e Ga: B ? & ee B ? 
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und das Linienelement ist nach § 7, (18) 

4dadp 

(a — B)? 

Jedem Wertepaar a, f entspricht ein Kugelpunkt und 


(13) ds? = 


zwar ein reeller, wenn a und — — konjugiert imaginar sind 


(s. § 7,8. 40). Einem andern Wertepaar a,, 6, derselben Art 
entspricht dann ein Kugelpunkt (2,, y,, 2,), wo 

1—a (Lea a, 
acon 3 an 
ist. Das Linienelement ds, ist dann 
4 da, dp, 
(4 — A, 


(15) dsi= 


Setzen wir nun 


(16) a,=F(a), p,=F;,(6), 

so entspricht jedem Kugelpunkt (a, £) ein zweiter (a,, ;). 
Die Kugel ist also auf sich selbst abgebildet, und zwar 
konform, weil die Minimallinien einander zugeordnet sind 
(vel. § 8, Satz 1). Die Abbildung ist reell, wenn sich a, 


aus (16) als die zu eS konjugierte GroBe ergibt. 


Wir betrachten den speziellen Fall der linearen Sub- 

stitution 
aatb ap+b 
(17) 1 Gata’ Pala 
wo a, b, ¢, d beliebige komplexe Konstanten sind. Die Ab- 
bildung (17) ist also im allgemeinen keine reelle (s. Anmer- 
kung 1). Aus (13) und (15) folgt leicht 
ds’ = ds} 

d. h. entsprechende Linienelemente sind gleich gro, und 
entsprechende unendlich kleine Dreiecke sind kongruent. 
Daraus folgt, daB auch entsprechende endliche Figuren kon- 
gruent oder symmetrisch sind. Nach dem am Schlu8 von 


§ 8 Gesagten sieht man leicht, daB8 die Abbildung eine 
solche in gleichem Sinne ist, d. h. daB entsprechende Figuren 
\ 
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kongruent sind. Die Abbildung (17) bewirkt also einfach 
eine Verschiebung der Kugel in sich selbst. Es gilt also der 
Satz 1. Eine lineare Substitution, gleichzeitig 
auf die Parameter a und f angewendet, stellt eine 
Bewegung der Kugel in sich selbst dar (Cayley). 


Bei dieser Bewegung bleiben gewisse Punkte in Ruhe, 
namlich diejenigen, welche mit ihrem Bilde zusammenfallen. 
Fiir diese ist a=a,, B= /,; a und f sind also nach (17) die 
Wurzeln der quadratischen Gleichung in x 


cx? + (d—a)xu—b=0. 

Sind nun A und B die Wurzeln dieser Gleichung, so 
bleiben folgende vier Punkte in Rube 

i bm 2 neal 3. hae 4. Me al 

B=BY \g=Al’ (p=Al’ “lp=B 

Die beiden ersten sind die Endpunkte eines Durch- 
messers; denn bei einer Vertauschung von a und f andern 
nach (12) alle drei Koordinaten eines Kugelpunkts ihr Vor- 
zeichen. Die beiden letzten Punkte, fiir welche af ist, 
liegen nach (12) auf dem unendlich fernen Kugelkreis. Es 
folet daraus der, auch in der Kinematik vielgebrauchte 


Satz 2. Jede Bewegung der Kugel in sich ist 
eine Rotation um einen ihrer Durchmesser. 


Daraus folgt: 


Zusatz. Jede Drehung eines festen Kérpers um einen 
Punkt ist eine Drehung um eine durch den Punkt gehende 
Achse., 


Anmerkung 1. Soll die Abbildung (17) reell sein, so muf 

nach dem oben Bemerkten a sich aus (17) als die zu — Be kon- 
i 1 

jugierte GréBe ergeben. Als Abbildungsformeln findet man leicht 


—_ aatdb Pa Bist 0 
gs) eta TOF ea, 
sein, wo a, 0, die zu a, b konjugierten Konstanten sind. 


Anmerkung 2. Die Formeln (18) stellen in einfacher Weise 
eine Drehung des Koordinatensystems dar. Man findet in der 
Tat ohne Schwierigkeit mit Hilfe der Gleichungen (12) und (14), 
da die Koordinaten x, y, 2 mit den Koordinaten 7, y1, 21 durch 
die Koeffizienten einer orthogonalen Substitution mit der Deter- 
minante -++-1 zusammenhiingen. 
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§ 10. Flichentreue Abbildung. 


Bei der konformen Abbildung zweier Flachen entsprach 
einem unendlich kleinen Dreieck der einen Flache ein ahn- 
liches Dreieck der andern. Im allgemeinen werden die 
Flacheninhalte der beiden Dreiecke verschieden grof sein. 
Man kann aber auch die Aufgabe stellen, zwei Flachen so 
aufeinander abzubilden, da’ einem unendlich kleinen Dreieck 
der einen Fliche ein flachengleiches Dreieck der andern 
Flache entspricht. Eine derartige Abbildung nennt man eine 
flichentreue. Kine flichentreue Abbildung wird im all- 
gemeinen nicht auch konform sein und umgekehrt; dies ist 
nur der Fall, wenn die beiden Flachen aufeinander ab- 
wickelbar sind (vgl. § 11). Sind die entsprechenden Flachen- 
elemente der beiden Flachen iiberall gleich grof, so sind 
offenbar auch entsprechende endliche Flichenstiicke gleich 
grok, wihrend bei der konformen Abbildung die Ahnlichkeit 
der unendlich kleinen Teile natiirlich nicht auch die Ahn- 
lichkeit endlicher Stiicke zur Folge hat. Die flachentreue 
Abbildung ist fiir die Kartographie gleichfalls von Bedeutung. 

Sind nun zwei Flichen # und F', gegeben durch die 
Gleichungen 


(1) af (u,v), y= (4, %); z=y (u,), 
und 
(2) My =f; (u, e), Chet 2 (u, v), A= V1 (u, v); 


so entspricht jedem Wertepaar uw, v ein Punkt P der einen 
und ein Punkt P, der andern Flache; die Flachen sind also 
punktweise aufeinander abgebildet. Es ist leicht, das Kri- 
terium dafiir anzugeben, dai diese Abbildung flichentreu ist; 
wir haben nur nach § 1, (20) fiir beide Flachen die Ober- 
flichenelemente zu bilden. Diese sind 


(3) dJ=Adudv, dJ,=A,dudv. 

Die Bedingung der Flachentreue ergibt sich aus dJ = dJ, 
in der Form 
(4) Aa iN 

Ist nun das Kriterium (4) fiir zwei gegebene Flachen 


nicht erfiillt, so ist es immer méglich, durch Transformation 
der Parameter (vgl. § 5) auf einer Flache (oder auch a 
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beiden) die Gleichungen (1) oder (2) in eine Form zu bringen, 
bei der (4) erfiillt ist. Wir fiihren nimlich zu diesem Zweck 
auf einer der Flaichen, etwa J’ vermittelst der Gleichungen 
(5) wu —D(u,v), v’ = Pu, v) 
neue Parameter wu’, v’ ein. 

Zugleich fiihren wir auch fiir F, die Parameter w’, v’ 
ein, indem wir 
(6) iat’, Uy’ 
in (2) setzen. Jedem. Wertepaar wu’, v’ entspricht nun ein 
Punkt yon F’ und F,. Bezeichnet man die Gréfen, in den 
neuen Parametern geschrieben, durch Striche, so ist 
dJ’ = A’du'dv’, dJj=Ajdu’dv’. Soll nun die Abbildung 
flichentreu sein, so mu 
(7) A’= A{ 
sein. Nun ist aber Af—A, und nach § 5, (8) 

ana (oe Ci ile a is 


du dv Ou Ov 


wenn dort fiir u, v, u,, 1%, P, Q der Reihe nach w’, v’, 
u, v, ®, VY gesetzt wird. Aus (7) und den letzten Glei- 
chungen folgt aber 


3 eDoYy oF 0D A 
(8) du dv du dv A, 
Um also zwei gegebene Flichen # und fF, deren 
Gleichungen (1) und (2) sind, flachentreu aufeinander ab- 
gubilden, hat man zwei Funktionen © und YW so zu be- 
stimmen, da sie der Bedingung (8) geniigen. Eine der- 
selben, etwa Y, kann hierbei noch vollstindig willkiirlich 
gewahlt werden; dann gibt (8) eine lineare partielle Diffe- 
rentialgleichung erster Ordnung fiir ®. Ist auch @ bestimmt, 
so hat man vermittels der Gleichungen (5) und (6) in (1) 
bezw. (2) die Parameter wu’ und v’ einzufiihren, worauf beide 
Flachen flichentreu aufeinander abgebildet sind. Aus dem 
_ angegebenen Verfahren folgt, da zwei Flachen auf unendlich 
viele Arten flichentreu aufeinander abgebildet werden kénnen. 
Ist eine der beiden Flichen, etwa F’,, die X Y-Ebene, 
und sind.7, und y, die Koordinaten eines Punktes derselben, 
Ponish 2, =u, ¥, =v, 24,0, Ap—1. 
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Hiernach nimmt Gleichung (8) die Form an 


9 OD. OF OV ODe 
(9) du dv Ou dv 
wo A fiir die Flache (1) gebildet ist, die auf die Ebene 
flichentreu abgebildet werden soll. 
Sind ® und ¥Y aus (9) bestimmt, so hatte man nach 
dem oben Gesagten, vermége der Gleichungen (5) 
u'=D (u,v), v= Pu, v) 


u’ und v’ an Stelle von «# und v als Parameter in die 
Gleichungen der Fliche einzufihren und alsdann nach (6) 


A, 


, / 
cide alias ra 


za setzen. Statt dessen kann man offenbar auch direkt die 
Gleichungen 
(10) 2 = P(w»), =P we) 
als Abbildungsformeln benutzen; denn sie ordnen ja jedem 
Punkte (u, v,) der Flache (1) einen Punkt (2, y,) der Ebene 
zu, vermitteln also eine Abbildung und zwar nach (9) eine 
flichentreue. Damit ist also die Aufgabe geldst, eine beliebige 
Fliche flachentreu auf die Ebene abzubilden. Bildet man 
nun auf diese Weise zwei Flachen, jede fiir sich, flachen- 
treu auf die X Y-Ebene ab, so sind durch Vermittlung dieser 
Ebene auch die beiden Flachen flichentreu aufeinander be- 
zogen; um also eine flachentreue Abbildung zweier Flichen 
aufeinander herzustellen, geniigt es auch, jede derselben 
flichentreu auf die Ebene abzubilden. 

Wir wenden die gefundenen Resultate an auf die flichen- 
treue Abbildung der Rotationsflichen auf die Ebene. 

Bedeutet « den Bogen der Meridiankurve, v den Winkel - 
irgend einer Meridianebene gegen die X Z-Ebene, so sind die 
Gleichungen der Rotationsfliiche nach § 6, (13) 


(11) Z=reosv, y—=rsinv, z=—f(w), 


wo r eine Funktion von w allein ist und zwischen r(w) und 
f(u) nach § 9, (12) die Relation 7’?-+ /’2=1 besteht. Das 
Linienelement lautet nach § 6, (14) ds? =du?+r2dv2. Es 
ist also 


(12) A=JEG= Fesar. 
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Die Bedingung (8) lautet nun 
oD OY OV 0G 
Ou Ov Ou dv — 


Auf der rechten Seite kénnen wir unbeschadet der All- 
gemeinheit das -++ Zeichen wihlen; denn ein Zeichenwechsel 
von r entspricht einem Zeichenwechsel einer der Funktionen ® 
oder Y, oder nach (10) einer Umklappung der Ebene um eine 
der Koordinatenachsen. Eine der Funktionen ® und Y ist 
noch willkiirlich; setzen wir z. B. ~=v, so ergibt sich 
aus (9) 

(14) p= il r du. 


Die Rotationsfliiche (11) wird daher auf die X Y-Ebene 
flichentreu abgebildet durch die Gleichungen 
(15) a, —{rdu, Y= Us 

Daher gehen die Parallelkreise «= konst. in Parallelen 
mit der Y-Achse; die Meridiane v—konst. in Parallelen 
mit der X-Achse iiber. Natiirlich kénnte man in (15) 2, 
und y, miteinander vertauschen. 

Beispiel. Flachentreue Abbildung der Kugel 
auf die Ebene (vgl. Fig. 23). 

Die geographische Breite (Meridianbogen) sei u, die geo- 
graphische Linge v, dann sind die Gleichungen der Kugel 
vom Radius = 1 


(13) 


(16) L—=cosucosv, y=cosusinv, z=sinw. 


Es ist also hier die Funktion r in (11) =cosw. 
Die Gleichungen (15) geben dann mit Vertauschung 
von x, und y, 


(17) t=, y, =sinu. 


Die Gleichungen (17) zeigen, daf man diese Abbildung 
sehr einfach geometrisch auf folgende Weise erhilt. 

Man legt (vgl. Fig. 23) um die Kugel einen Rotations- 
cylinder, der sie lings des Aquators (w=0) beriihrt und 
zieht durch jeden Kugelpunkt P eine Gerade, welche die 
Z-Achse senkrecht schneidet; der Schnittpunkt dieser Ge- 
raden mit dem Cylinder sei P,. Wickelt man nun den 
Cylinder in die Ebene ab, so ist P, das Bild von P. Es 
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ist klar, daB diese Abbildung sich nur fiir die Teile der 
Kugel eignet, die in der Nahe des Aquators liegen; die 


Fig. 23. 


Flichenteile in der Nahe der Pole werden sehr stark ver- 
zerrt erscheinen, da ja die Parallelkreise bei der Abbildung 
alle gleich lang werden. 


§ 11. Deformation der Flichen. 


Ein spezieller Fall der konformen Abbildung zweier 
Flachen aufeinander ist diejenige Abbildung, die zugleich 
flaichentreu ist; dieselbe wird als Deformation bezeichnet. 
Bei der Deformation sind also zwei entsprechende unendlich 
kleine Dreiecke auf beiden Flachen nicht blof8 ahnlich, wie 
bei der konformen Abbildung, sondern auch kongruent; man 
kann daher die Deformation auch als konforme Abbildung 
mit dem konstanten Vergré8erungsverhiltnis = 1 bezeichnen. 
Wahrend nun aber zwei beliebige Flachen stets konform 
aufeinander abgebildet werden kénnen, ist dies nicht mehr 
modglich, wenn die Abbildung auch zugleich flichentreu sein 
soll; es miissen nimlich in diesem Falle die beiden Flachen 
gewissen Bedingungen geniigen, die wir spiiter (§ 19) ent- 
wickeln werden. Sind diese Bedingungen fir zwei Flaichen 
F und F,, erfiillt, so sagt man, sie seien ineinander defor- 
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mierbar oder aufeinander abwickelbar. Der letzteren 
Bezeichnung liegt folgende Anschauung zu grunde: Man 
denke sich die Flache F' und entsprechend auch F, in un- 
endlich kleine, paarweise kongruente Dreiecke geteilt. Legt 
man nun ein Dreieck PQR von F' auf das entsprechende 
P,Q,R, von F, und dreht dann die an PQR anstoBenden 
Dreiecke von F' um die Seiten von PQR so weit, bis sie 
mit ihren entsprechenden von /, zusammenfallen usw., so 
sieht man, daf beide Flachen zur Deckung kommen, inein- 
ander verbogen oder aufeinander abgewickelt sind. Als 
Beispiel mag die Abwicklung des Kegels oder Cylinders in 
eine Ebene dienen. Eine solche Verbiegung ohne Deh- 
nung, d. h. ohne da Dreiecke gedehnt werden, und ohne 
Faltung, d.h. ohne das auf ein Dreieck der einen Flache 
zwei oder mehrere der anderen fallen, hei®t Deformation 
oder Verbiegung schlechtweg. Bei der Deformation wird 
also nur der unendlich kleine Winkel anstoBender Dreiecke 
geindert. Damit nun eine solche Verbiegung wirklich statt- 
finden kann, mu8 natiirlich die Méglichkeit nachgewiesen 
werden, die Fliche F einer stetigen Reihe von Gestaltsiinde- 
rungen zu unterwerfen, deren letztes Glied F, ist. Wir 
kiimmern uns hier nicht darum, ob dies fiir jede Fliche 
ausftihrbar ist, sondern nennen iiberhaupt zwei Flichen 
dann ineinander deformierbar, wenn sie konform so 
aufeinander bezogen werden kénnen, daB das Ver- 
gréferungsverhdaltnis allenthalben=1 ist. 


Die Gleichungen der beiden Flichen scien 


(1) =f (Ur), y=—p(%r”), 2=Y(%2) 
und 
(2) =F (u,v), ¥,=— Dur), r= YW (u,v). 


Jedem Wertepaar wu, v entspricht auf jeder der beiden 
Flachen ein Punkt, und wir fragen nun zunichst nach der 
Bedingung dafiir, dai die hierdurch bestimmte Abbildung 
konform mit dem VergréSerungsverhaltnis=1 ist. Sind 


(3) ds?= Kdw +2 Fdudv+ Gdv? 
und 
(4) ds? = EF, du? +2 F dudv+ G,dv’? 
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die Linienelemente der beiden Flichen, so muf nach § 8, (14) 
die Gleichung 
ds? =ds? 


fiir alle Werte des Verhiltnisses du:dv bestehen, d. h. es 
mu 


(5) E=k,, F=h,, G=G, 
sein. 


Ist nun die Flache /', in einer anderen Form (mit 
anderen Parametern) gegeben, etwa 


(6) H=f Uy), A=), 4=Y1 My%), 


so muf es, falls die Flache auf F' abwickelbar ist, 
méglich sein, uw, und v, als Funktionen von w und v so zu 
bestimmen, dafi die Linienelemente beider Flachen dieselbe 
Form haben. Es gilt also der wichtige 


Satz 1. Zwei Flichen F und F, sind dann, und 
nur dann, ineinander deformierbar, wenn sich die 
Parameter uw, v, der einen Fliache (etwa F,) so als 
Funktionen der Parameter u,v der anderen Flache 
bestimmen lassen, da, bei Hinftthrung dieser Funk- 
tionen in den Ausdruck fiir das Linienelement von 
F,, dieses Linienelement mit dem von F iiberein- 
stimmt, oder kurz, wenn die beiden Differcntial- 
formen, welche die Linienelemente von F und F;, 
darstellen, ineinander transformierbar sind. 


Wann diese Funktionen tiberhaupt bestimmbar sind, 
und wie sie gefunden werden, dies wird, wie schon oben 
bemerkt, erst spiater untersucht werden. Hier soll noch eine 
andere wichtige Frage erledigt werden, nimlich: welche ~ 
Gréfen bei einer Verbiegung der Flache sich nicht 
aindern, Diese werden Biegungsinvarianten genannt. 
Geometrisch folgt ohne weiteres aus der Definition der Ver- 
biegung, dafi hierbei der Winkel, unter dem sich zwei be- 
liebige Flichenkurven schneiden, und ebenso die Lange 
irgend eines Kurvenbogens auf der Fliche ungedndert 
bleiben. Daher bleibt auch die kiirzeste Verbindungslinie 
zweier Flichenpunkte nach der Deformation die kiirzeste 
Linie, d. h. die geodiitischen Linien bleiben bei der Ver- 
biegung erhalten. Man sieht ebenfalls ein, daf die geodi- 
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tische Kriimmung einer Flichenkurve eine Biegungsinvariante 
ist (vgl. Bd. I, S. 134). Analytisch ist die Bedingung 
‘ fiir solche Biegungsinvarianten leicht anzugeben. Da nim- 
lich EL, F, G bei der Verbiegung sich nicht andern, so sind 
alle Funktionen von EH, F, G und ihren partiellen Ablei- 
tungen bei einer Deformation invariant. Gauf hat nun — 
und es ist dies eine seiner schénsten und fruchtbarsten Ent- 
1 
fi, 
in einem Flachenpunkte lediglich durch die Gréfen EL, l, G 
und ihre Differentialquotienten darstellen lift. Das Kriim- 
mungsmaf ist somit eine Biegungsinvariante, und 
entsprechende Punkte zweier ineinander deformierbaren 
Flachen haben gleiches Kriimmungsmaf; bei der Abwick- 
lung der einen Flaiche auf die andere kommen also 
die Kurven konstanten Krimmungsmafes zur 
Deckung. 
Um den Satz von Gaufi zu beweisen, gehen wir 
aus von § 3, (14) 


(7) k 


deckungen — gezeigt, daB sich das Kriimmungsmal k = 


Li) 


Rha l gat D4 ad)? 
RR, LG—F? 


Benutzt man § 2, (13a) und § 1, (21), so laft sich ohne 
Miihe zeigen, daf 


024 02x 02a \? 
Rey. { Ow eS ea : eathies 


(DD”— D’) mn? EOF 
(8) n” EG 
0 m’ n’ 
—Im’ EH F 
wk G 
ist. 
Nun folgt aus § 1, (21) 
Om” wera 0?a 0x O84 
Ou 1 Ou? dv? Ou Oudv?’ 


om’ 02a \2 Ox O84 
pk ened #8 du Oudv2 


Kommerell, Theorie der Raumkurven. Il. 5 
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Durch Subtraktion dieser beiden Gleichungen ergibt sich 


pe 024 >| O24 ) Om” om’ 
Ou Ov? Oudv) = ou ov 


Aus (7) und (8) folgt nun 


Om” Om’ 
] 1 dus: Ow es 
NR Ge m” EOE 
(9) nl” FG 
1 0 m’ n’ 
~~ |\m’ EH F 
EGFP a 


Driickt man hier m, m usw. nach § 1, (21) durch die 
Differentialquotienten von E, F’, G aus, so ist das Kriimmungs- 
ma & allen durch die Fundamentalgréfen erster Ordnung 
E, F, G und ihre partiellen Ableitungen nach « und v dar- 
gestellt. Damit ist bewiesen der 

Satz 2 (von Gau8). Das KriimmungsmaB jedes 
Punktes einer Flaiche bleibt bei einer Verbiegung 
der Flache ungeadndert. 

Mit Hilfe der Gleichungen § 1, (22) bringt man (9) 
leicht auf eine der beiden Formen 

d (OG E500 garewe ins ” ") 
b= (gt — 5 4 pa’ —p'a + 40" —4 
n beret Op’ Op Ae; . 
-;(2 per ves Cee as 
aus denen sich noch zwei ‘weitere durch Benutzung von § 2, 
Anm. 1 herleiten lassen. 

Es ist niitzlich, den Ausdruck fiir das Krimmungsmab 
fiir die verschiedenen Hauptformen, die das Linienelement 
einer Flache annehmen kann, zu bilden. 

Man erhilt leicht 


1) F£=0,.ds3? = Hdv? +Gde7 
fj. pee atjri.. oVG\ vores a 
SG Ou\fE Ou ov\V/G dv) 


(10) 
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2) E=G=,1, F=0, ds?=1(duv?+ dv?), 


1 (d2lga aie 
3) H=1, F=0, ds*=dv?+Gdv?, 
A21/G 
(13) ee 


Te tut 


ih — G0; ds?*=-2 Fdudv, 
(14) —— 2 o. 


Bemerkung. In engem Zusammenhang mit obigen 
Entwicklungen steht das Problem, alle Flichen zu finden, 
die auf eine gegebene abwickelbar sind. Analytisch driickt 
sich diese Aufgabe so aus: gegeben sind die Koeffizienten 
E, F, G des Linienelements, verlangt die Darstellung von 
x, y, in Funktion voi wundv. Diese Aufgabe war seiner- 
zeit (1859) Preisfrage der Pariser Akademie, und an ihre 
Lésung haben sich wichtige Arbeiten (Bour, Bonnet, Codazzi) 
angeschlossen. Das Resultat dieser Arbeiten sei hier nur 
historisch angefiihrt: man gelangt zu einer partiellen Diffe- 
rentialgleichung zweiter Ordnung (dieselbe ist in § 20, 
Aufg. 50 angegeben), der die Koordinaten x, y, 2 als Funk- 
tionen von u und v geniigen miissen. Das allgemeine Integral 
derselben ist jedoch noch nicht gefunden. 


§ 12. Beispiele fiir die Deformation. 
1. Die in die Ebene abwickelbaren Flichen. 


Schon in Bd. I, § 10 haben wir auf Grund geometrischer 
Betrachtungen gefunden, dafi jede Flache, welche durch 
die aufeinanderfolgenden Tangenten einer Raumkurve er- 
zeugt wird, in eine Ebene abgewickelt werden kann. Wir 
nehmen diese Frage noch einmal auf, indem wir zeigen, 
daB das Linienelement jeder derartigen Fliche in das der 
Ebene dw?+dy? transformiert werden kann, womit dann 
auch analytisch nachgewiesen worden ist, daf alle diese 
Flachen in die Ebene abgewickelt werden kénnen. 

Die Koordinaten ,, y,, 2, eines Punktes Q der Raum- 
kurve mégen als Funktionen des Bogens v der Kurve ge- 
. 5 
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geben sein. Ist nun P ein Punkt auf der Tangente im Ab- 
stand w von Q und w, y, 2 die Koordinaten von P, so ist 
nach Hinl. (4) und Bd. I, § 2, (5) 
dx, Sol De ae dé, 

(1) way Br Y=Yy7u aoe i 

Dies sind die Gleichungen der von den Tangenten er- 
zeugten Fiche in Parameterform, v —konst. sind die gerad- 
linigen Erzeugenden, w=0 gibt die Gleichung der Raum- 
kurve. Aus (1) folgt 
da. 


dx 2 
it 1 
ep aut (Gta ‘ 


(2) ae = 


nebst den zwei entsprechenden Gleichungen fiir dy und dz. 
Nach Bd. I, § 2, (5) und Einl. (2) ist we 


os)" 
2 es me 
dx, Ax, 


ag are 


Unter Beriicksichtigung dieser beiden Gleichungen erhiilt 
man durch Quadrieren und Addieren der drei Gleichungen (2) 
fir das Linienelement der Fliche 


ds? = du? + 2dudv+ la mi w (G4) dv?, 


folglich 


dv? 
oder 
3 ds? = (dude)? +ut S(2%)" gos 
(3) s? = (du + dv) A dv?. 
Wir fiihren nun w-+ v statt u als Parameter ein, setzen also 

(4) UHv=Yy 
und erhalten so 

2 2 
(5) ds? = du? + (u,— ORD) bee dv”. 


_ Da jetzt #=0 ist, schneiden die Kurven u, = konst. 
die Kurven v=konst., d. h. die geradlinigen Erzeugenden 
orthogonal, Da ferner u=0 die Gleichung der Raumkurye 
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selbst war, so ist jetzt nach (4) vw, die Gleichung derselben. 
Setzen wir noch 


O [VS Ga\e-5., 


so wird v eine Funktion von v,, die mit a bezeichnet sei, 


und es folgt 


ds’ = du; + (uw, —a) dvi, 
oder mit Weglassung der Indices 
(7) ds? = du? + (u— a)? dv?. 

Auf diese Form kann also das Linienelement jeder ab- 
wickelbaren Fliche gebracht werden. Dabei ist a eine 
Funktion yon v allein; w—a ist die Gleichung der Riickkehr- 
kante, v=konst. sind die Erzeugenden der Flache, « = konst. 
ihre Orthogonailtrajektorien, also nach Bd. I, § 12, Satz 1 
die Eyolventen der Raumkurve. Um nun die Uberein- 
stimmung mit dem Linienelement der Ebene herzustellen, 
benutzen wir die Minimallinien der Fliche. Aus (7) haben 
wir als ihre Differentialgleichungen 


du-+i(u—a)dv=0, du—i(u—a)dv=0. 


Fiir diese Gleichungen ist aber e*’, bezw. e—*’ ein 
integrierender Faktor und wir kénnen also setzen 


dz +-idy =e” [du-+i(u—a) dvr, 


(8) dx —idy=e—" [du —i(u— a) dv], 
oder integriert 
(9) a +iy—=ue” —ifaeidv, 


x — ty = Ue? + ifae—dv. 
Durch (9) ist jedem Flachenpunkt (u,v) ein Punkt (2, y) 
der Ebene zugeordnet und umgekehrt. Aus (8) ergibt sich 
durch Multiplikation 


(10) da? + dy? = du? + (u— a)? dv?. 


Aus (10) folgt, da das Linienelement der Ebene durch 
die Abbildungsformela (9) in das der abwickelbaren Fliche 
transformiert wird. Damit ist aber nach § 11, Satz 1 ge- 
zeigt, daB die von den Tangenten der Raumkurve erzeugte 
Flache auf die Ebene abwickelbar ist. 
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Trennt man in (9) den reellen und imaginaren Teil 
mittelst der Gleichung e+*”—cosv--isinv, so erhalt man 
die Abbildungsgleichungen in reeller Form 
(11) a—=ucosv+ fasinvdy, 

y=usinv —facosvdv. 

Man zeigt auch mit Benutzung dieser Formeln leicht, 
da durch Einfiihrung von uw und v als Parameter das Linien- 
element der Ebene die Form (7) annimmt. Setzt man in 
(11) v=konst., so erhailt man die Gleichung einer Geraden. 
Die Erzeugenden der Fliche bleiben also bei der Abwicklung 
Geraden. Ebenso lat sich leicht aus (11) nachweisen, dab 
diese Geraden von den Kurven w= konst. tiberall orthogonal 
geschnitten werden, und daf die Kurve ua die Enveloppe 
der Geraden v=konst. ist. 

Durch Anwendung der Gaufschen Formel § 11, (13) 
auf (7), oder auch direkt aus dem GaufSschen Satz 'g 14; 
S. 66 ergibt sich 

Satz 1. Die abwickelbaren Flachen haben in 
allen Punkten das konstante Kriimmungsmaf Null. 

Bemerkung. Es ist nicht ohne weiteres auch das Um- 
gekehrte klar, da jede Flache mit konstantem Kriimmungs- 
maf — Null in die Ebene abwickelbar ist. Zum Beweis 
nehmen wir die Minimallinien zu Parameterkurven und er- 
halten nach § 7, (10) fiir das Linienelement 


(12) ds?=2 Fdudv. 
Nach § 11, (14) ist dann 
Eos 1@lgF 
F dudv 


Hieraus folgt leicht F= UV, wo U Funktion von u, 
V Funktion von v allein ist. Das Linienelement der Fliche 
hat also die Form 


(13) ds? =2 UV dudv. 
Setzt man nun 
{U2 du=a+iy, [Vj2dv=2—Wy, 
so geht (13) tiber in 
(14) ds? = dx? + dy?. 
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Dies ist aber das Linienelement der Ebene. Wir 
haben also 

Satz 2. Alle Flachen mit dem konstanten Kriim- 
mungsmaf Null sind in die Ebene abwickelbar. 


2. Die Rotationsflichen und Schraubenflachen. 
Bour hat den interessanten Satz entdeckt, dali jede 
Schraubenfliche auf eine Rotationsfliche abwickelbar ist, wobei 
die Schraubenlinien mit den Parallelkreisen der Rotations- 
fliche sich decken. 
Um diesen Satz zu beweisen, nehmen wir als Gleichungen 
der Rotationsflache (vgl. § 1, (5) 


(15) LZ=ucosv, y=usinv, 2=—f (uw). 

Das Linienelement der Rotationsfliche ist dann 
nach § 6, (4) 

(16) ds? ={1-+-f" (u)?] du? + u? dv?. 

Die Kurven w= konst. sind hier die Parallelkreise, die 
Kurven v= konst. die Meridiane mit der Gleichung z=/(w), 
wo uw den Parallelkreisradius bedeutet. 

Die Gleichungen der allgemeinen Schraubenfliche 
(sind nach § 6, (15) - 

17) Z=reosw, y=rsnw, z=—g(r)+aw, 
wobei die Kurven r—konst. Schraubenlinien, die Kurven 
w=konst. die Meridiane sind. Das Linienelement der 
Schraubenflache ist nach § 6, (18) 
r? y' (r)? ag’ (r)dr|? 
r? + a? reta? |. 

Statt dem Eat faetor w y fihren wir nun vermittelst der 

Gleichung © 


(18) ds—|1 +" | ar? 2+ a2) dw+ 


den neuen Parameter v ein, wobei x eine beliebige Kon- 
stante ist. Man erhilt so fiir das Linienelement der 
Schraubenflaiche 


(20) ds? a Pare + 22 (72 a2) dv. 
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Das Linienelement (16) der Rotationsflache aft sich 
nun auch auf die Form (20) bringen, wenn wir setzen 
V=0, 
w= x2 (r+ a), 
du\? p’ (r)? 
Been i (asec ae 2 
+ POG) Lt a 


Diese Gleichungen haben folgende Bedeutung: Ist eine 
der beiden Flachen, z. B. die Schraubenflache gegeben, also 
g(r) bekannt, so trage man aus der zweiten Gleichung (21) 


(21) 


ry und be als Funktionen von wu in die dritte Gleichung ein, 


dann hat man eine Bestimmungsgleichung fiir /’(u), aus der f(w), 
und damit der Meridian der Rotationsfliche sich durch eine 
Quadratur ergibt. Analog verfahrt man, wenn die Rotations- 
fliche gegeben ist. Durch die beiden ersten Gleichungen 
sind die Parameter (uw, v) der Rotationsfliche den Parametern 
(r, v) der Schraubenfliche paarweise zugewiesen, die Hlaichen 
also punktweise aufeinander bezogen. Dabei entsprechen 
die Parallelkreise «= konst. den Schraubenlinien v= konst. 
Die dritte Gleichung bestimmt also zu einer gegebenen 
Schraubenfliche den Meridian der Rotationsfliche durch eine 
Quadratur und umgekehrt. Fihrt man nun mit Hilfe von 
(21) in (16) statt der Parameter (w, v) die Parameter (r, ¥) 
ein, so geht das Linienelement (16) der Rotationsfliche in 
das Linienelement (20) der Schraubenfliche iiber. Die 
beiden Flachen sind daher nach § 11, Satz 1 aufeinander 
abwickelbar. 

' Da die Gleichung des Meridians noch die willkiirliche © 
Konstante x und auferdem eine Integrationskonstante ent- 
halt, so gibt es zu jeder Schraubenfliche nicht nur eine, 
sondern unendlich viele Rotationsflachen, die auf die Schrauben- 
flache und mithin auch aufeinander abwickelbar sind, und 
umgekehrt. Wir haben also bewiesen den 

Satz 3 (von Bour). Zu jeder Schraubenflache 
existiert ein unendliches System von Rotations- 
flichen, die auf dieselbe und aufeinander ab- 
wickelbar sind, und umgekehrt. 

Zusatz. Jede Rotationsfliche, sowie jede Schrauben- 
fiche kann auf unendlich viele Arten so verbogen werden, 
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daf sie stets eine Rotationsfliche, bezw. Schraubenfliche 
bleibt. 

Als Beispiel zu diesen allgemeinen Entwicklungen be- 
handeln wir die 

Aufgabe. Die Schraubenflichen zu suchen, die 
auf das Katenoid abwickelbar sind, 

Das Katenoid ist die Rotationsfliche, welche entsteht, 
wenn man die Kettenlinie um ihre Basis rotieren la$t. Nimmt 
man die Z-Achse als Basis, so hat die Meridiankurve des 
Katenoids die Gleichung 


(22) ua (emsem). 


Durch Auflésung nach z erhalt man die Funktion f(w) 
in (15). Aus (22) folet 
du 1f=— —= 
ae id | 
und hieraus durch eine einfache Rechnung 
dz m u? 


Se ayaa TO 


“42m? 
Aus der zweiten Gleichung (21) folgt durch Differenzieren 


du _ wr 


dru 
Setzt man diesen Wert und den oben fir 1-+/"’(w)? 
gefundenen in die dritte Gleichung (21) ein, so folgt 
nw 2 v2 gy’ (r)? 
w—m peta 


Ersetzt man hier noch w durch r mittels der zweiten 
Gleichung (21), so erhailt man eine Gleichung fiir q’(r), aus 
der durch Quadratur folgt 

2 2 2 yp (4.2 —— 2 42 @2) 
(ePEa) Ar —1) me — Pl 


r x2 vr? — (m? — x? a?) 


(23) e(”)= 


Damit ist g(r) bestimmt, und die Gleichungen (17) er- 
geben nunmehr die auf das Katenoid abwickelbaren Schrauben- 
flichen. Die Konstanten x, a und C sind hierbei noch véllig 
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willkirlich. Die Integration in (23) ist fiir den Fall x=1 


ausfiihrbar und man erhalt zunichst 


(24) or) = (Toto) ae 


r Yr? — (m? — a?) 
Setzt man zur reer m? —a?=b?, so folgt aus (24) 
byr +a +a 
a yr? —b? 
Die Konstante C kann fiiglich = 0 gesetzt werden, da 
eine Anderung von C nur eine Verschiebung der Schrauben- 
fliche parallel mit der Z-Achse bedeutet. Danach sind die 


auf das Katenoid abwickelbaren Schraubenflachen bestimmt 
durch die Gleichungen 


y (r) = blg (yr? + a? + yr? — b?) —aaretg +C 


L=rcoosw, y=rsinw, 


aeete 2 
(25) 2=blg [yr?+ a+ yr? — b?} me 
ayr 


wo 
b= ym? —a?. 

Hier ist die Konstante a, welche die Ganghéhe (242) 
bestimmt, noch willkiirlich; es stellen deshalb die Gleichungen 
(25) eine einfach unendliche Schar von Schraubenflaichen dar, 
welche alle auf das durch (22) bestimmte Katenoid ab- 
wickelbar sind. 

Setzen wir in (25) zunachst a=0, so erhalten wir eine 
Schraubenfliche mit der Ganghéhe Null, d. h. eine Rotations- 
fliche, und zwar eben das Katenoid, wie man durch Auf- 
lésung von (22) nach z leicht nachweist. Wachst nun @ 
stetig von Null an weiter, so erhalten wir zunichst eine 
Schraubenfliche von sehr kleiner Ganghdéhe, wobei die 
Parallelkreise zu Schraubenlinien verbogen werden, deren 
Ganghohe mit @ immer mehr zunimmt. Hat endlich a den 
Wert m erreicht, so sind die Gleichungen der Schraubenfliche 


L=reosw, y=rsinw, 2=—aw. 
Dies ist die sogenannte Wendelfliche, die man. erhilt, 


wenn man von den Punkten einer Schraubenlinie die Lote 
auf die Schraubenachse fallt. Wir haben also nachgewiesen, 


§ 13.  Geodlitische Linien, geoditische Koordinaten. 75 


daB das Katenoid durch stetige Gestaltsiinderung in die Form 
der Wendelfliche gebracht werden kann. 


Anmerkung 1. Man erhilt von dieser Deformation eine 
einfache Vorstellung, wenn man untersucht, welche Gestalten der 
Kehlkreis des Katenoids, dessen Gleichung u—m, oder z= 0 ist, 
bei der Deformation nacheinander annimmt. Aus der zweiten 
Gleichung (21) folgt (fiir « = m, x = 1) r=Vm?—a?=b. Setzt man 
dies in (25) ein, so erhilt man als Gleichung der Schraubenlinie, 
in welche der Kehlkreis bei der Verbiegung tibergeht 


x=beosw, y=bsinw, z=aw- konst. 


Die Konstante kann wieder gleich Null gesetzt werden, da 
sie die Gestalt der Schraubenlinie nicht beeinfluBt. Setzt man 
noch fiir 6 seinen Wert ein, so folgt 


(26) e—=Vn?—a?cosw, y=Vm?—a?sinw, z=—aw. 


Die Linge eines Umgangs dieser Schraubenlinie ist, wie man 
leicht sieht = 2am, also von a unabhiingig und gleich der Liinge 
des Kehlkreises des Katenoids. Wiachst a, so wird /m?— a?, d. h. 
der Radius des Cylinders, auf dem die Schraubenlinie (26) liegt, 
immer kleiner, bis er schlieBlich ftir a = m gleich Null wird, d. h. der 
Kehlkreis wird in die Z-Achse ausgestreckt. Um also auf mecha- 
nischem Wege die verschiedenen Deformationsfliichen des Kate- 
noids zu erhalten, schneide man dasselbe liings eines Meridians 
auf, fasse die beiden Enden des Kehlkreises und ziehe sie so aus- 
einander, dafB ihre Verbindungslinie immer parallel der Achse 
des Katenoids bleibt, wiihrend der Kehlkreis eine Schraubenlinie 
bildet: das am Kehlkreis hiingende Katenoid deformiert sich so 
von selbst in die verschiedenen Schraubenflichen. Zieht man die 
beiden Enden immer weiter auseinander, bis schliefBlich der Kehl- 
kreis in eine gerade Linie ausgestreckt ist, so ist aus dem Kate- 
noid eine Wendelfliche geworden. Damit hat diese Art von De- 
formation aber offenbar ihr Ende erreicht. In der Tat geben die 
Gleichungen (26) fiir a> m imaginire Kurven. 

Anmerkung 2. Es diirfte nicht ohne Interesse sein, zu be- 
merken, dafs die Fliichen (25) lauter Minimalflichen sind, fiir die 
also in allen Punkten die mittlere Kriimmung = 0 ist. Den Beweis 
tiberlassen wir dem Leser. Es sind die von Scherk 1834 auf 
anderem Wege gefundenen Minimalflichen; dieselben bilden ein 
System assoziierter Minimalfliichen (vgl. § 26). 


§ 13. Geoditische Linien, geoditische Koordinaten. 
Liouvillesche Flichen. 
In § 3 wurden die Differentialgleichungen der Asymp- 


totenlinien und Kriimmungslinien auf die Parameterform 
libertragen; es ist nun noch die Differentialgleichung der 


76 I. Abschnitt. Untersuchung von Flichen in Parameterform. 


geoditischen Linien einer Fliche in den Parametern « und v 
auszudriicken. Dieselbe ist nach Bd. I, § 25, (8) 

a dx dx 
(1) N=|b' dy dy =0. 

c dz dz 

Um diese Gleichung auf die Parameterform zu tiber- 

tragen, verfahren wir wie bei den Kriimmungslinien: wir 
multiplizieren WN mit der Determinante A, § 2, Gl. (10). 
Unter Beriicksichtigung der Gleichungen § 1, (6) und (21), 
§ 2, (3) und (9) und der folgenden 


02 


02 0 
— * du? nd dudv- 
ur UOv 


0 
usw. ergibt sich als Differentialgleichung der geoda- 
tischen Linien 

_ |Edu+Fdv mdv?+2m’dudv--m” dv? E@Put Fey _ 
— |FdutGdv ndu?+2n’ dudv+n” dv’?+ Faut+Gav| — 


022 x Ox 
2 ZI 2 2 
ape W me Uta dv 


AN 


Diese Gleichung ist von der zweiten Ordnung und 
hangt nur von den Koeffizienten H, F, G des Limienele- 
ments ab. 

Nimmt man auf der Fliche als die Parameterkurven 
v=konst. geoditische Linien, und als die Kurven 
u—konst. ihre Orthogonaltrajektorien, so erhalt das 
Linienelement der Flache eine bemerkenswerte ein- 
fache Gestalt an, welche fiir manche Probleme von 
Nutzen ist. 

Zunichst ist fiir diesen Fall nach § 1, Satz 1, S. 8 
F=0, also 
ds? = H du? + Gdv?. 

Da ferner die Kurven v=konst. geoditische Linien 
sein sollen, muf die Gleichung (2) fiir dv=0 befriedigt 
sein. Da F=O ist, ergibt sich als notwendige und hin- 
reichende Bedingung Hn—0, oder nach § 1, (21) 


Ff ist also reine Funktion von vu. Bedeutet nun w den 
Bogen der geoditischen Linien »=konst., von einer 
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bestimmten Orthogonaltrajektorie an gemessen, so mui 
ds,=du, also nach § 1, (11) H=1 sein. Das Linienele- 
ment nimmt also die Form an 


(3) ds? =du?+ Gdv?. 


Die hier eingefiihrten Koordinaten (uv, v) nennt man 
aus einem sofort anzugebenden Grunde geoditische Pa- 
rallelkoordinaten oder auch kurz geoditische Koor- 
dinaten. 

Aus dem Gesagten folet der 

Satz 1. Die notwendige und hinreichende Be- 
dingung dafiir, dafi die eine Schar von Parameter- 
kurven (~=konst.) von geoditischen Linien, die 
andere (4=konst.) von ihren Orthogonaltrajektorien 
gebildet wird, ist 


Dee eh, VB 0, 


Bedeutet insbesondere u den Bogen der geoda- 
tischen Linien, so ist 


= a ok Oe 


Zuniichst sei noch der Ausdruck fiir das Kriim- 
mungsmaf in geoditischen Koordinaten zugefiigt. 


Nach § 11, (13) ist 
1 eya 

() eee Te 

Aus der Form des Linienelements (3) aft sich ein 
hiibscher Satz tiber geodiitische Linien herleiten. Wir nehmen 
zwei beliebige Orthogonaltrajektorien «4, und « und berechnen 
das Stiick s, einer geoditischen Linie v=, das zwischen 
den beiden Orthogonaltrajektorien liegt. Da ds,—=dw ist, 
so folgt 


Su = [du=u— UW. 

Der Bogen s, ist also ganz unabhangig von dem Para- 
meter %, welcher die geoditische Linie bestimmt, also fiir 
alle geodiatischen Linien v=konst. derselbe. Es folgt 
also der 
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Satz 2. Die Bogen aller geodatischen Linien 
v=konst., die zwischen zwei beliebigen ihrer Ortho- 
gonaltrajektorien liegen, haben dieselbe Lange. 

Man nennt aus diesem Grunde die Orthogonaltrajek- 
torien der geodiitischen Linien auch geodatische Paral- 
lelen. 

Der Satz 2 kann auch folgendermafen formuliert 
werden: 

Zieht man (vgl. Fig. 24) durch die Punkte A), A,,A,... 
einer beliebigen Flaichenkurve I” die geoditischen Linien, 
die auf I" senkrecht stehen, und tragt auf diesen von Ap, 


Fig. 24. Qo 


A,, A,.:., gleiche Sticke «= A,B, = A,B) =e 
ab, so bilden die Endpunkte derselben B,, B,, B,... eben- 
falls eine Orthogonaltrajektorie der geoditischen Linien. 
Diese Eigenschaft ist charakteristisch fiir die geoditischen 
Linien; denn man zeigt ebenso wie oben, dai, wenn in 
einem doppelten Orthogonalsystem (wu, v) auf einer Flache 
die Stiicke aller Kurven der einen Schar v= konst. zwischen 
zwei beliebigen Orthogonaltrajektorien gleich lang sind, die 
Kurven v= konst. geoditische Linien sind. 

Der Satz 2 gilt nun offenbar auch dann noch, wenn 
die Kurve «=, auf einen Punkt zusammenschrumpft, oder 
wenn die geodiitischen Linien v=konst. alle durch einen 
Punkt P der Flache gehen. Dies lift sich auch direkt 
zeigen (vgl. Fig. 25): dabei sei v der Winkel, den eine be- 
liebige geoditische Linie v(PB) mit einer festen geodatischen 
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Linie v=0(PA) durch den Punkt P bildet. Die Kurven 
u=konst. seien die Orthogonaltrajektorien der geoditischen 
Linien, und zwar bedeute w den von P aus gemessenen 
Bogen der geodatischen Linien, so daf im Punkt P u«=0 
ist. Dann zeigt man ebenso wie oben, da das Linienele- 
ment die Form hat 
(5) ds?=du? + Gdv?. 

Daraus folet analog wie oben der 

Satz 3. Die Bogen aller durch denselben 
Flachenpunkt P gehenden geodatischen Linien von 
P bis zu einer beliebigen Orthogonaltrajektorie sind 
gleich lang. 


Fig. 25. 


Die Punkte einer solchen Orthogonaltrajektorie «= konst. 
haben also von dem Punkt P alle den gleichen geodiatischen 
Abstand. Man nennt daher diese Trajektorien auch geo- 
datische, Kreise, und die Parameter (wu, v) geodatische 
Polarkoordinaten mit dem Pol P. Man kann diese 
geodatischen Kreise mechanisch dadurch erzeugen, dai man 
in P einen Faden befestigt und denselben straff iiber die 
Flaiche spannt. Bewegt man das freie Ende so auf der 
Flache, daB der Faden stets gespannt bleibt, so beschreibt 
dasselbe einen geoditischen Kreis, wihrend der Faden nach 
Bd. I, § 25, Satz 3 sich stets in eine geodiitische Linie legt. 

Fir ein geoditisches Polarkoordinatensystem kann 
man den Wert von G fiir den Pol w=0 noch niher charak- 
terisieren. Fiir das Bogenelement ds, eines geoditischen 
_ Kreises «= konst. erhalt man némlich zunichst allgemein 


OSse= VG do. 
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Andererseits ist aber ds, in der unmittelbaren Um- 
gebung des Punktes P der Bogen eines unendlich kleinen 
Kreissektors mit dem Schenkel uw und dem Zentriwinkel dv, 
also ist fiir diesen Fall, wenn w sehr klein ist 

ds,=wuadv. 


Fiir unendlich kleine Werte von wu ist also /G=u, 


oder das erste Glied von der Entwicklung von /@ nach 
Potenzen von u ist u. Es folgt so 


(6) lim /G=0, tim (14) a, 
u=0 w=0 Ou 
Dies sind die Bedingungen, denen G geniigen 


muf, falls die Parameter (u, v) in (5) geodatische 
Polarkoordinaten bedeuten. 


Wir behandeln noch einige Anwendungen der hier ent- 
wickelten Satze und Formeln. 

1) Gegeben sei das Linienelement einer Fliche 
in der allgemeinen Form 


ds? = Kdw +2 Fdudv+ Gdv?. 
Welches ist die Bedingung dafiir, daB die Kurven 
u=konst. geodatische Parallelen sind und w den 
Bogen der geodatischen Linien bedeutet? 

Die Orthogonaltrajektorien der Kurven du=0 (geoda- 
tische Linien) haben nach § 1, (14) die Differentialgleichung 
FdutGdv=0. 

Fir diese geoditischen Linien ist also iberall 


d= — 7 du; 


fiir das Linienelement ds, derselben folgt also 


EG—}? 
ds, = ay du. 


Da aber fiir diese nach Voraussetzung ds, = dw sein soll, so 
folet als die gesuchte Bedingung 

eG Fae 1 

aa 
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2) Auf einer Fliche seien zwei beliebige 
Kurven (C, und C, gezogen (vgl. Fig. 26), die nicht 
geodatisch parallel sind; die Parameterkurven seien 
die geodatischen Parallelen dieser beiden Kurven, 
und # und v die geodatischen Entfernungen der 


v-const 


Fig. 26. 


Kurven u=konst., bezw. v=konst. von C, beaw. GQ. 
Welche Form erhalt in diesem Falle das Linien- 
element? 
Nach dem Resultat der ersten Anwendung ist in diesem 
Falle 
EG — F? by EG Beh 
co et E 


H=G; F=jH—E. 


Fihbrt man den Winkel w der Parameterkurven ein, so 
ist nach § 1, (18) 
1 cos @ 
E =, ; f=: 
sin? w sin? w 
Kommerell, Theorie der Raumkurven. II. 6 


1 


oder 
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Wir erhalten also fiir das Linienelement der Flache 
ye du? + 2 cosw.dudv-+ dv? 
as sin? w 


(7) ds? 


Wir fiihren nun statt der Parameter (wu, v) mittels der 
Gleichungen 
uUtv=2uy, Uu—v=2y, 
die neuen Parameter u, und v, ein und erhalten fiir das 
Linienelement 
2 2 
(8) ds? Ue + Be 


aA w 
sin?— cos?— 
2 9 


a 


Da hier der Koeffizient von du, dv,=0 ist, folgt der 

Satz 4 (von Weingarten). Die Ortskurven aller 
Punkte, fiir welche die Summe (u,—konst) oder . 
Differenz (vy, =konst.) der geodatischen Entfernungen 
von zwei festen Kurven konstant ist, bilden ein 
Orthogonalsystem. 

Schrumpfen die Kurven OC, und C, zu Punkten zu- 
sammen, so haben wir auf der Flache Kurven, die den kon- 
fokalen Ellipsen und Hyperbeln der Ebene entsprechen; man 
nennt deshalb auch in dem hier vorliegenden allgemeinen 
Fall die Kurven u,=konst. und v,=konst. geodatische 
Ellipsen und Hyperbeln. Aus der Ableitung der Re- 
sultate ist auch ersichtlich, daf, wenn das Linienelement 
der Flache in der Form (8) vorliegt, die Parameterkurven 
geodiitische Ellipsen und Hyperbeln sind. Man zeigt leicht, 
da die geoditischen Ellipsen und Hyperbeln «+ v=konst. 
und « — v=konst. den Winkel w (bezw. seinen Nebenwinkel) 
der Parameterkurven «—konst. und v=konst. halbieren. - 
Damit ist die vollstiindige Analogie dieser Flichenkurven 
mit den konfokalen Kegelschnitten hergestellt. (Vgl. speziell 
fiir das Ellipsoid Bd. I, § 26.) 

3) Die Liouvilleschen Flachen. 

Liouville hat eine Gattung von Flaichen untersucht, 
fiir die sich das Linienelement auf die Form 


(9) ds? =(U+V) (du? + dv?) 


bringen lat, wo U eine Funktion von u, V eine solche von 
v allein ist. Aus (9) folgt nach § 7, Satz 2, daf die Para- 
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meterkuryen isometrische Linien sind. Ferner lift sich 
zeigen, dafi sie auch geoditische Ellipsen und Hyperbeln 
sind.. Das Linienelement lift sich naimlich in der Form 
schreiben 


Vise) Vuer) 


Fihrt man nun yu, =/{/U du und v, =/)/V dv als Para- 
meter ein, so ist das Linienelement auf die Form (8) ge- 
bracht, womit die Behauptung bewiesen ist. 

Anmerkung. Man zeigt leicht, daB die Flichen zweiten 
Grades und die Rotationsflichen Liouvillesche Flachen sind, 
und dag auf ihnen die Kriimmungslinien ein System geoditischer 
Ellipsen und Hyperbeln bilden. (Vgl. auch Bd. I, § 26, Satz 3 
und 6.) 


4) ‘Wir beweisen schlieflich noch den 

Satz 5. Fir die Liouyvilleschen Flaichen kann 
die Differentialgleichung der geodatischen Linien 
vollstaindig integriert werden. 

Beweis. Wir nehmen an, dafi das Linienelement auf 
die Form (9) gebracht sei, so daB also 


HG U4. V0 R= 0 


ist. 
Die Differentialgleichung N =O der geoditischen Linien 
wird dann nach (2) 


(11) (U+V) dud? v—dvd?u)+4(du? +dv?)(U’dv—V'du)=0. 
Sie 148t sich auch in der Form schreiben 
U’ du dv? (du? + dv?) + 2 Ududv (dud?v— dv d?u) 


(12) (du? + dv?)? 
__ V'dv dw? du? + dv®) +2 Vdudv (dv d?u — dud?v) 
sap (du? + dv?) 
oder 
U dv? Vdu? 


du? dv? MPC 4+ dv . 


Also ist ein erstes Integral der Differentialgleichung (11) 


Udvu2 | V du? 


) du2+dv? dui+tdv? ae 


6* 
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wo a eine Integrationskonstante ist. Aus (13) folgt 
dwt dy? 
U—a V-+a 

Also ist das vollstandige Integral von (11) 
du dv 


————— = b 
jU—a \V+a 
mit den Integrationskonstanten a und 6. 


Endlich ist das Bogenelement ds, der geodatischen 
Linien nach (9) und (14) bestimmt durch 


(16) ds, = VU —adu+ VV +adv, 
also kann die Bogenlinge der geoditischen Linien auf 


Liouvilleschen Flichen ebenfalls durch Quadratur gefunden 
werden. 


(14) 0. 


(15) 


§ 14. Differentialgleichung der geoditischen Linien 
in der GauBschen Form. Totalkriimmung eines geo- 
ditischen Dreiecks. 


Gau8 hat die Differentialgleichung der geoditischen 
Linien in eine fiir die Anwendungen besonders geeignete 
Form gebracht, indem er die Winkel, welche sie mit den 
Parameterkurven bilden, als Variable einfiihrte. Wir stellen 
zunaichst diese Winkel fiir eine beliebige Richtung dw: dv 
auf. Die Winkel dieser Richtung mit den Parameterkurven 
v= konst., bezw. w= konst. seien 3,, bezw. 0, (vgl. Fig. 27) 
derart gemessen, dai 


(1) 0, +9, =o 


ist, wo w den Winkel der Parameterkurven bedeutet. Es 
ist nun nach § 1, (14) und (15) 


cos B, = Bole ci y SO As 

(2) ds VE dsyE 
epi gee seh Adu i 

ds/G ds VG 


Hieraus ergibt sich in der Tat 3,+0,=o. 
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Bildet man aus (2) das Differential von tg #, und tg #,, 
so erhalt man durch eine lingere Rechnung, die aber keine 
Schwierigkeiten bietet 


A : N 
. dd, = —F(¢du+q'dv)+ 75, 

A N 
dd, = — G (p’du-+ p’ aad ae 


Dabei haben die Gréfen p’, p”, g, g’ die in § 1, (22) 
angegebene Bedeutung. Die Gleichungen (3) gelten fiir eine 


v-const. 


a-const. 


Fig. 27. 


ganz beliebige Richtung oder Kurve auf der Fliche. Fiir 
eine geodatische Linie insbesondere folgt, da fiir sie 
N= 0 ist, aus (3) 


A A 
(4) di=—F(qdu+q'dv), dd,=—F(p'du+p"dr). 


Jede dieser Gleichungen kann in Verbindung mit einer 
der Gleichungen (2) als Differentialgleichung der geodiitischen 
Linien mit den Hilfsvariabeln 3,, bezw. 0, gelten. In der 
Tat erhalt man durch Elimination von #, oder #, aus (2) 
und (4) die Differentialgleichung der geodiitischen Linien, 
und zwar in einer der beiden Formen 


adsq( Peet ee) oe au 2425" dudo4 Se 
(5) i 
adsq(Peu tee) eBay eo Eons 2a 
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Die erste Gleichung (4) lautet, ausfiihrlicher geschrieben 


1F/0E 
ee alae ut ae) 
(6) 10E OF 1 0G 
+5 ov du— a OW ms Ou du. 


Dies ist die von Gau8 gegebene Differential- 
gleichung der geodatischen Linien. Sie nimmt eine be- 
sonders einfache Form an, wenn die Parameterkurven 
ein Orthogonalsystem bilden, also /}=O ist. Man er- 
balt dann 


(7) de Re ay dE y 1 VG gy, 


Wir wenden diese Gleichung an zur Berechnung der 
von Gaus eingefihrten Totalkriimmung (curvatura integra) 
eines begrenzten Flachenstiicks. 

Bildet man simtliche Punkte eines Flichenstiicks J in 
der bekannten Weise auf die Hinheitskugel ab, so erfiillen 
ihre Bilder auf derselben ein Flaichenstiick J,, das als das 
spharische Bild des Flichenstiicks J zu bezeichnen ist. 
Dasselbe heift nach Gauf die Totalkrimmung oder cur- 
vatura integra von J. Hs ist nicht schwer zu verstehen, 
wie Gau8 dazu kam, diesen wichtigen Begriff in die Flachen- 
theorie einzufiihren, In Bd.I, § 22, Satz 3 hatte sich ja 
ergeben, daB das Produkt der Hauptkriimmungen in einem 
Punkte einfach das Verhiiltnis des sphiirischen Bildes adJ, 
eines unendlich kleinen Flachenstiicks dJ zu diesem selbst 
ist, und es war damit die Bezeichnung dieses Produkts als 
»Kriimmungsmaf“ begriindet worden. Es ist also 

dd 1 
(8) oo ee 

Aus (8) ergibt sich fiir die Totalkriimmung J) eines 
Flachenstiicks 
(9) Jo =|[ had, 
wobei das Doppelintegral tiber die ganze Flache von J zu 
fiihren ist. Je gréfer & in dem Integrationsgebiet ist, um 


so groBer ist Jj. J) kann daher wirklich als Ma fir die 
Totalkriimmung jenes Gebiets gelten. 


§ 14. Totalkriimmung eines geoditischen Dreiecks. 87 


Der Begriff der Totalkriimmung fiihrt nun zu einem 
von Gauf entdeckten und mit Recht als ,theorema elegan- 
tissimum“ bezeichneten Satz tiber die Totalkriimmung eines 
geodiitischen Dreiecks auf der Fliche, d. h. eines Dreiecks, 
dessen Seiten geodatische Linien sind. Um diesen Satz ab- 
zuleiten, wahlen wir geodi- 
tische Polarkoordinaten mit 
dem Pol in einer Ecke A des 
Dreiecks (vgl. Fig. 28), « sei 
wieder die Bogenlinge der 
geoditischen Linien durch A, 
v der Winkel derselben gegen 
die Seite AB des Dreiecks. 
Die Dreieckswinkel seien mit 
a, B, y bezeichnet. Fiir den 
Punkt B ist dann v—O, fir 
C ist v=a. Der Winkel, 
unter dem die geodiitische Fig. 28. 

Linie BC die Parameter- 

kuryen v—konst. schneidet, sei wieder, wie oben, mit 0, 
bezeichnet. Der Wert von 3, in B ist dann —x—®, 
in C=y, Das Linienelement der Fliche lautet nach 


§ 13, (5) 


(10) ds? = du? + G dv, 
wobei nach § 13, (6) a 
(11) lim /G=0, ine Soa 
w= 0 “u=0 ) U 
ist. Der Ausdruck fiir das Kriimmungsmaf ist nach § 13, (4) 
(12) Me ok BYG) 


fe oe 
Das Oberflichenelement dJ ist nach § 1, (20) 
ce) | dJ=VGdudv. 
Endlich folgt fa dd, aus (7) 


(14) ao — 218 ay, 
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Nun ist nach oN ), (12) und (13) die Totalkriimmung J, 
des Dreiecks ABC 


(15) n-|{- - OVE aude, 


wo das Doppelintegral iiber die ganze Flache des Dreiecks 
zu fihren ist. Wir integrieren zunaichst nach « von A 
bis zu einem beliebigen Punkt Q auf BC (vgl. Fig. 28). 
Unter Beachtung von (11) folgt 


if) 


Jy =[(dv+dd,). 

Dieses Integral ist noch lings der geoditischen Linie 
BC von B bis C zu fiihren. In B ist v=0, 0, =a—Ff, 
in C ist v=a, 3, =y. Es ist demnach 


(16) Jp=atpty—a. 

Diese Formel enthalt den 

Satz 1(vonGau8). Die Totalkrimmung (= Inhalt 
des sphirischen Bildes) eines geodatischen Dreiecks 
ist gleich dem Uberschu8 seiner Winkelsumme tiber 
zwei Rechte (= dem Exzef). 

Aus (9) folgt, daB die Totalkriimmung eines Flachen- 
stiicks positiv, negativ oder Null ist, je nachdem das Flaichen- 
stiick lauter elliptische, hyperbolische oder parabolische Punkte 
enthalt. Letzterer Fall tritt nur bei abwickelbaren Flachen 
ein. Demnach ist die Winkelsumme eines geoda- 
tischen Dreiecks 

>a auf elliptisch gekriimmten Flichenpartien, 
<a ,  hyperbolisch ,, » 
=a , abwickelbaren Flachen. 

Speziell fiir die Kugel und die Ebene ergibt sich, daf 
in ebenen Dreiecken die Winkelsumme gleich zwei Rechten, 
im spharischen Dreieck gréfer als zwei Rechte ist. 

Fir Flichen von konstantem Kriimmungsmai = ¢ folgt 


oder nach (14) 


aus (9) aes 
oder nach (16) 


C 
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Daraus folgt der 


Satz 2. Auf einer Fliche von konstantem Kriim- 
mungsmaf ist der Flacheninhalt eines geoditischen 
Dreiecks dem Uberschu8 seiner Winkelsumme iiber 
zwei Rechte proportional. 

Speziell fiir die Kugel vom Radius = 1 (k =c=1) folgt 

J=a+p+y—x, 
eine Gleichung, welche die bekannte Beziehung zwischen 


dem Inhalt eines spharischen Dreiecks und seinem sphirischen 
Exzef enthiilt. 


§ 15. Mainardische (Codazzische) Gleichungen. 
Bonnetscher Satz. 


Die Gaufsche Gleichung § 11, (9) bezw. (10) driickt 
a DD’— D” 

das Kriimmungsmai b= a durch EF, F', G und 
ihre Differentialquotienten aus und zeigt also, dafi die sechs 
Fundamentalgrében HL, Ff, G; D, D’, D” nicht unabhingig 
voneinander sind. Die Gaufsche Gleichung ist aber nicht 
die einzige, welche zwischen diesen sechs Gréfen besteht; 
vielmehr lassen sich ihr noch zwei andere an die Seite 
stellen, welche von Mainardi (1856) herriihren. Man nennt 
sie wohl auch die Codazzischen Gleichungen. Sie ergeben 
sich am einfachsten durch Differenzieren der Gleichungen 
§ 2, (13). Man erhalt so 


oD Ox 0a 02x 

ov + Ou Ov Ou Ou?’ 

a> 08x 0a 072 
eran Ou dwdv’ 

0D’ Og Oa 0°24 
Ou me dud du Oudv’ 

oD” 1 08a da 024 

Oa eet On Ow du Ov? 


Zieht man die zweite dieser Gleichungen von der ersten 
und die dritte von der vierten ab, so erhalt man nach § 2, 
(13) und (20) 
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oD 0D’ , / ie ut 
(1) ap ag TH Pre eee 


Im 8 Nae ee J Bs 


Ou Ov 


(2) 


wo die p, g, usw. die in § 1, (22) definierten Gréfen sind. 
Dies sind die beiden Gleichungen von Mainardi. Die 
GauBsche Gleichung lautet nach § 11, (10), wenn wir alle 
vier Formen anschreiben 


DD’—D? 1(dp’ 2@ ENT 
be Lp’ —p 1) 


as ie bask (pe q"\ D' =o"; 


EG 
Orgs UNBEN e atae 4) 
a Bay tee eae ae 
©) L(g iReg 
, , fy te 
ibe 5 TPY ea 2”) 


1 ee Op’ 
G\ ou ov 

Diese drei Gleichungen (1) bis (3) sind zugleich die 
einzigen, welche zwischen den sechs Fundamentalgréfen 
bestehen. Man erhilt sie auch, wenn man fiir das System 
§ 2, (18), (18a) und (20) die Integrabilititsbedingungen auf- 
stellt. Man hat hierbei die Identitiéten zu benutzen. 


0 (ea 0 (0a e 
lee as eS und ebenso fir 6 und e, 


6 (Oa d ( oa 
oy Ou? pry dudv)” ” » Y » 4; 


du \dv?) . dv\dudv} ” a » 4 ee 


Es ergeben sich so 9 Gleichungen, die sich aber auf 
die drei Gleichungen (1) bis (3) reduzieren lassen. Die- 
selben sind von fundamentaler Bedeutung fiir die Flachen- 
theorie. Sind nimlich sechs GréBen HE, F, G; D, D’, D” 
als Funktionen von « und v gegeben, die den Gleichungen 
(1) bis (3) geniigen, so sind die Systeme § 2, (18), (18a) 
und (20) integrabel und liefern durch Integration a, b, ¢; 


4 gp’ — gp’ + pp ~p’). 
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02 On Oy Oy O02 Oz 
ou’ dv’ du’ dv’ Ou’ Ov’ 
als Funktionen von w und v durch Quadraturen. Bonnet 
hat nun folgenden wichtigen Satz aufgestellt: 

Satz 1 (von Bonnet). Eine Fliche ist bis auf 
ihre Lage im Raum und die Spiegelung an einer 
Ebene vollstindig bestimmt, wenn ihre sechs Funda- 
mentalgréfen so bestimmt sind, da8B sie den Diffe- 
rentialgleichungen (1) bis (3) geniigen. 

Wir beweisen den Satz geometrisch: Firs erste sind 
zwei Flichen F und F,, die dieselben Fundamentalgréfen 
Ei, F, G besitzen nach § 11, Satz 1 aufeinander abwickel- 
bar und daher auch auteinander konform abgebildet, und 
zwar nach § 8, Schlu8 entweder in gleichem Sinne oder in 
entgegengesetztem Sinne. Im letzteren Falle nehme man zu F, 
in Beziehung zu einer beliebigen Ebene (z. B. X Y-Ebene) 
das Spiegelbild #7; F{ besitzt nun offenbar auch dieselben 
sechs Fundamentalgréfen wie /’ und ist auf F’ abwickelbar, 
aber nunmehr so, dafi die konforme Beziehung eine solche in 
gleichem Sinne ist. Jetzt laBt sich aber zeigen, dai F’ und 
F{ kongruente Flachen sind. Denn sind P und Pj ent- 
sprechende Punkte von F' und £7, so haben nach § 3, (17) 
entsprechende Normalschnitte in P und PY gleiche Kriim- 
mungen, oder die Schmiegungsparaboloide in den ent- 
sprechenden Punkten sind kongruent. Uberzieht man nun 
F und F{ mit dem Netz der Parameterkurven, so stoben 
in jedem Flachenpunkte vier unendlich kleine Vierecke zu- 
sammen. Legt man eines der von P ausgehenden Vierecke 
auf das entsprechende in Pi, so miissen die drei anderen 
Paare entsprechender Vierecke wegen der Kongruenz der 
Schmiegungsparaboloide zusammenfallen, ohne dab die 
Flichen verbogen werden. Daraus folgt, dai immer 
ein Viereck auf das entsprechende andere fillt, ohne dak 
die Flichen eine Biegung erfahren. Die beiden Flaichen F 
und /{ sind also kongruent, womit der Beweis des Satzes 
von Bonnet erledigt ist. 

Der Satz von Bonnet bildet die Grundlage fir die 
Lésung der Aufgabe, Flichen von gegebenen Eigen- 
schaften zu finden. Der Gang der Lisung ist folgender. 

Zuerst wihle man ein bestimmtes pokur’ aie Aufgabe 
passendes System von Parameterkurven wu, v; dies gibt zwei 


und schlieBlich hieraus x, y, 2 
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Relationen zwischen den sechs Fundamentalgrofen, eine dritte 
erhalt man durch die gegebene Eigenschaft der Flache. Da 
weiter die drei Gleichungen (1) bis (3) bestehen, so hat man 
sechs Gleichungen zur Bestimmung der sechs Fundamental- 
eréfen. Durch Integration der Systeme § 2, (18), (18a) 
und (20) erhalt man schlieBlich die Koordinaten 2, y, z 
eines Flachenpunktes als Funktionen der Parameter uw, v 
und damit die Fliche. 

Ehe wir eine Anwendung hiervon machen, stellen wir 
die Gleichungen fiir das Linienelement, fiir das Kriimmungs- 
maf; und die mittlere Kriimmung, sowie die Gleichungen (1) 
bis (3) fiir einige spezielle Parameterkuryen zusammen. Die 
sehr einfachen Beweise tiberlassen wir dem Leser. 

1) Die Parameterkurven seien die Minimallinien. 


Es ist dann ; 
H=G=0, ds? =2 Pduda 
oa ee DD" —D” 1@leF 
(Billeder py pan lie te are eae 


1-0 Did D’ 1 6D". © ae 

ee i aD eau 8): D’ du = 5,8): 

2) Die Parameterkurven seien die Kriimmungslinien, 
Es ist dann nach § 3, (11), (19) und (20) 

F=D)’=0, ds?=Edv?+ Gdv?, 

o LP, 2 DT ic) 1 

Figg Bi Fhe, SGN Cte R, Ou’? dv R, dv 
nebst den entsprechenden Gleichungen in b und ¢, y und 2. 

Die Mainardischen Gleichungen lauten 

oD ie abl oD” af aaa 

Gy ~3a\n* G) eo’ Ou ~2\E* @) on 

Die Gaufische Gleichung endlich 


07 Lieve) of Tove DD" 
8 —ky a= ; 
oH me ema ¥)- ede c h.Te 

Als erste Anwendung des Vorhergehenden stellen wir uns 


nunmehr die Aufgabe, die sechs Fundamentalgréfen fiir die 
Flachen konstanter mittlerer Kriimmung aufzustellen. 


§ 15. Mainardische (Codazzische) Gleichungen. 93 


Es ist also fiir diese Flichen 
1 
R 
Wir fiihren als Parameterkurven die Kriimmungs- 
linien ein; es ist dann nach (7) 
OD hoK oD” hdG 
Ov 2dv’ du 2 du’ 


1 
(9) + R, = h = konst. 


oder integriert 

D Le DE Rin V 
wo U eine Funktion von w allein, V eine solche von v 
allein bedeutet. Durch Addieren folgt nach (6) 


oder, wenn / einen Proportionalititsfaktor bedeutet, 
(11) Moen, G=—Aay, 
Das Linienelement der Flaiche lautet also 
ds? =1(Udu? —V dv’). 


Fiihrt man " /Udu wd a /— Vdv als neve Parameter 
ein, die der Einfachheit halber wieder mit w und v bezeichnet 
seien, so erhalt das Linienelement die Form 

ds? =i (du? + dv”), 
wo 2 natiirlich eine andere Funktion bedeutet, als in (11). 

Hieraus folgt nach § 7, Satz 2 

Satz 2. Auf den Flaichen konstanter mittlerer 
Kriimmung sind die Kriimmungslinien isometrisch, 

Durch diese Wahl der Parameter ist also H=G=d, 
also nach (11) U=1, V=—1. Mit Benutzung von (10) 
lassen sich jetzt alle sechs Fundamentalgréfen folgender- 
maBen durch 4 ausdriicken. 

Cd Mia 0, GA, 
(12) pa ha 


ari, 1 == 6, D yaa 
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Geht man mit diesen Werten in (8) ein, so erhalt man 
zur Bestimmung von 4 die partielle Differentialgleichung 
zweiter Ordnung 


@lga Olga 2 hea 


(18) ae der Te 


Das allgemeine Integral dieser Gleichung ist nur fiir 
den speziellen Fall h=0 (Minimalflichen) gefunden, Jedes 
partikulire Integral liefert sechs Fundamentalgréfen, welche 
nach dem Bonnetschen Satz eine Flache eindeutig be- 
stimmen. Das ganze Problem ist daher auf die Integration 
der Gleichung (13) zuriickgefiihrt. 

Als zweite Anwendung behandeln wir die analoge Auf- 
gabe, die sechs Fundamentalgréfen fiir die Flachen 
von konstantem negativen Kriimmungsma aufzu- 
stellen. 

Wir wihlen die Asymptotenlinien als Parameter- 
kurven und setzen der Einfachheit halber k= —1. Hs ist 
dann nach § 8, (7) und (14) 


1D =D Oe Die 
Aus den Gleichungen (1) und (2) folgt 
Olog A dlogA _ 


7 Mt 


Ou a Ov a 


, 


und hieraus, sowie nach § 1, (23) 
(15) p =q =0. 

Aus (15) und § 1, (22) folgen nun m’=n’=0, also 
nach § 1, (21) a 0 und so = 0. LH ist also reine Funktion 
von #, G reine Funktion von v. Wablt man die Parameter 
passend, so kann man H=G=1 setzen. Bedeutet weiter 
2 den Winkel, den die Asymptotenlinien miteinander 


bilden, so ergibt sich aus § 1, (18) F=cos2w, A=sin2o. 
Man hat also 


E=1,° F=cos20, G=1; Ate 


ite) p40" P'2ano oe: “DeeM 
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Die Gaufsche Gleichung (3) lautet 

0220 

dudv 
Aus (17) bestimmt sich 2m als Funktion von 4, », 
worauf die Fundamentalgréfen sich aus (16) ergeben. Das 
ganze Problem der Bestimmung der Flachen von konstantem 


negativen Kriimmungsmaf ist also auf die Integration der 
Gleichung (17) zuriickgefiihrt. 


(17) 


=sin2 w. 


§ 16. Centrafliichen. 


Wie in Bd. 1, § 19 gezeigt wurde, ist das System 
der Kriimmungslinien einer Fliche C dadurch ausgezeichnet, 
dai die Flachennormalen lings jeder derselben eine ab- 
wickelbare Flache bilden. Wir betrachten nun die eine 
Schar der Kriimmungslinien und denken uns fiir jede ein- 
zelne die abwickelbare Flaiche mit ihrer Riickkehrkante kon- 
struiert: der Ort dieser Riickkehrkanten wird wieder eine 
Fliche C, sein. Auf dieselbe Art wird durch das andere 
System der Kriimmungslinien eine Flaiche C, erzeugt. Ana- 
lytisch bilden C, und C, eine einzige Flache, naimlich den 
geometrischen Ort aller Hauptkriimmungscentra von C. 
Man nennt daher diesen Ort die Centrafliche von C, 
dieselbe besteht aus zwei Manteln C, und (,. 

Wir wenden unsere bisherigen Ergebnisse auf den ersten 
Mantel C, an, indem wir auf der Flache C die Kriimmungs- 
linien als Parameterkurven nehmen. 

Entspricht der Hauptkriimmungsrichtung dv=0O der 
Hauptkriimmungsradius R,, und sind 2%, y,, 2, die Koordi- 
naten des zugehdrigen Hauptkriimmungsmittelpunktes, so 
hat man 
(1) %=2+Rha, y=y+hob, 4=ethe, 
wo a, b,c, wie gewohnlich, die Richtungskosinus der Flaichen- 
normalen bedeuten. Lat man nun w und v sich dndern, 
so beschreibt der Punkt x,, y,, 2, den ersten Mantel C, 
der Centraflaiche von C. Da aber wu, v die Parameter 
der Kriimmungslinien sind, so hat man nach § 3, (11), (19) 
und (20) 

(2) F=0, D’=0, ds?=Edu?+ Gdv?; 
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te DD). ah ee 


(3) Re SE" are G > 
Oa. lez eb li oy dem 1 Oz. 
du Rou’ du Rou’ du RB, du’ 
ae 10k 8b t dyelee 1 dz 


dv R,0v’ do Reo’ ee eee 


Wir haben nun fiir die durch (1) definierte Flache die 
Richtungskosinus der Normalen und die sechs Fundamental- 
gréfen aufzustellen. Bezeichnen wir diese Groen mit dem 
Index 1, so folgt, mit Benutzung von (2)—(4) fiir die Fun- 
damentalgréfen H,, F,, G, nach § 1, (8) und (9) 


OR,\? aR, OR 0B) 
5=(3), #-Fe9 4-(GA) + See 
2 


(5) Ou Ou ov’ Ov 

Az— G S (RB) bees 

R; 
und fiir das Linienelement 
(6) d i= di +o E(x, — R,)' dv, 
wo ‘ke 
OR, OR, 
aR, = au du- a0 dv - 


Weiter ergibt sich nach § 2, (11) fiir die Richtungs- 
kosinus a,, 0,, ¢, der Flaichennormalen durch eine einfache 
Rechnung 


7 1 oz Iasey, ‘ ow ig ae 
(7) a= JE Ow’ jar {E 0u’ ge JE Ow 

Fir die Fundamentalgrégen zweiter Ordnung 
findet man nach § 2, (13) mit Benutzung von (4) 


AI ead G R, oR, 
‘ D, Riven 2 Di =90, D VER Ou? 
also 
BD pr pe & Ree 
1 


Rew eu 
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Fir das Kriimmungsmaf endlich folgt nach § 3, (14) 
OR, 
ee) 
(R,— Ry oR, 
Ou 


Ganz analoge Formeln erhilt man fiir C,. Hiermit 
lassen sich alle auf die Centraflichen beziiglichen Fragen er- 
ledigen. Wir fiihren einige Sitze an, die sich aus den her- 
geleiteten Formeln ergeben. 

1) Aus (6) folgt nach § 13, Satz 1, dafi die Kurven 
R, =konst. geodiitische Parallelen, die Kurven v=konst. 
geodiitische Linien sind, deren Bogenlinge R, ist: d. h. die 
Riickkehrkanten, welche den Mantel C, erzeugen, sind geo- 
ditische Linien desselben, was man auch geometrisch leicht 
zeigen kann. Die zugehérigen geodiitischen Parallelen sind 
die geometrischen Orter der ersten Kriimmungszentren lings 
derjenigen Kurven auf C, fiir welche der erste Haupt- 
kriimmungsradius konstant ist. 

2) Aus (7) folgt, da6 die Normale im Punkte P, (x,, y,, 2,) 
auf C, parailel ist mit der Tangente an die Kriimmungs- 
linie dv=0O im entsprechenden Punkte P(z, y, z) auf C. 

3) Aus (8) ergibt sich, da D{j=0 ist, nach § 3, Satz 1, 
da die den Kriimmungslinien yon C entsprechenden Linien 
auf C, ein konjugiertes System bilden. 


k, = 


§ 17. Die allgemeine Flichenkurve. Differential- 
parameter. 


In Bd. I, § 27 wurden die wichtigsten Elemente der 
allgemeinen Flachenkurve aufgestellt und verschiedene Sitze 
daraus abgeleitet. Es zeigte sich, daf diese Elemente sich 
simtlich durch die vier Differentialformen ds?, L, M, N in 
einfacher Weise ausdriicken. Da fiir die letzteren die Uber- 
tragung auf die Parameterform der Flachengleichung schon 
ausgefiihrt ist [§ 1, (7); § 2, (14a); § 3, (10); § 13, (2)], so 
mag es hier geniigen, die in Bd. I, § 27 gefundenen Resul- 
tate noch einmal zusammenzustellen, und zwar zunichst die 
Ausdriicke fiir die vier Formen ds?, L, M, N in Parameter- 
form, naimlich 


Kommerell, Theorie der Raumkuryen. IJ. 7 
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(1) ds? = Edu? +2 Fdudv+Gdv?, 
(2) L=Dduv? +2 D’dudv+ D” dv?, 
3 ue} Edut+Fdv Ddu+D’dv 
(3) ~ Al Fdu+Gdv D’du+D’dv\’ 


4 N 1|Edut+Fdv mdu?+2m’'dudvt+m’dvt+ KE d’u+F d 
(4) N= Fi radu Gdv ..ndw-+-2n'du ded nl dese 


Es ist weiter (Bd. I, § 27) 


Absolute Kriimmung: 
1 N24 LD? ds? 


(5) r ds? 
Normale Krimmung: 
csH JL 
(6) rast 
Geoditische (tangentiale) Kriimmung: 
: 1 sind N 
(7) 7 r  ds8 
Absolute Torsion: 
Wenaeel 6 WE 
®) ods ds 
Geodatische Torsion: 
1 M 
(9) = a 


Fir den Winkel H, den die Schmiegungsebene der 
Flichenkurve mit der Flichennormale bildet, folgt aus (6) 
und (7) 


(10) tg T= 2 


Lds~ 
In § 14 waren dann noch die Winkel 3, und #, be- 
rechnet, die eine beliebige Richtung du:dv mit den Para- 


meterkurven v= konst. und « = konst. macht. Nach § 14, (2) 
sind dieselben bestimmt durch die Gleichungen 
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Edu+ Fdv ind Adv 
(11) 


Hierbei war stets vorausgesetzt, daB die Richtung einer 
Flachenkurve gegeben sei durch das Verhiltnis der Diffe- 
rentiale dw:dv. Ist nun die Gleichung einer Flichenkurve 


(12) yi (u, v)=a, 

wo a eine Konstante ist, und sollen fiir diese Form der 
Kurvengleichung die in (5)—(11) definierten GréBen gebildet 
werden, so ist es fiir die unmittelbare Anwendung bequemer, 
die Gleichungen (5)—(11) in einer Form zu haben, die statt 
der Differentiale du, d?u und dv, d*v die partiellen 
Ableitungen von @ enthalt. Um diese einzufiihren, diffe- 
renzieren wir (12) und erhalten 


oy Op 
oder oy 
(14) ve 
Ps OL 
Ou 


Die Gleichung (13) oder (14) ist zugleich die Differential- 
gleichung der Kurvenschar, die durch (12) dargestellt ist, 
wenn dort @ einen variablen Parameter bedeutet. Aus (14) 
folgt nun, da wir setzen kénnen 


Oy oy 
(15) du=A~", dv —ha 
wo 4 einen (natiirlich unendlich kleinen) Proportionalitits- 
faktor bedeutet. Durch Differenzieren von (14) erhalt man 
ahnlich auch die zweiten Differentiale durch die Ableitungen 
von g nach w~ und v ausgedriickt. 
Es lassen sich nun durch (15) in den Gleichungen (5) 
bis (11) tiberall die ersten und zweiten Differentiale von u 
und v ersetzen durch die partiellen Ableitungen erster und 
zweiter Ordnung von g. Die vier Differentialformen ds?, 
L, M, N nehmen hierbei folgende Formen an 
bf 
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(16) ds? =i? |2(22)’ ie @(22)"| 


Ov Ou Ou 
4 Op\? , Op Op ‘e ay 
(17) 1-15 (52) 2D Fj rie a 
u—*|(eD'— FD)(S*) —(eD"— epee 
i. A Ov Ou Ov 
(18) ies 
y r Og ? 
+«rp"—a(<f) | 
Um WN ibersichtlich darzustellen, setzen wir zur Ab- 
kiirzung 
- Op Op fe) 
(19) A’ z(3 at i ais ule Ou 
tah EGG? : 
dann erhalt man 
Ge 
N2— (HG — F9 (Ao | > \ 


u V(EG— F%)X’p 
Op a 
fe) (ere 
00 V(EG— FPF?) Np 


Wir deuten den Beweis der Formel (20), der etwas 
verwickelter ist, kurz an. Nach § 14, 2 labt sich der 
Klammerausdruck in der Form 


01S ) 
ap (VE cos 3,) — ae (/G cos 7) 


schreiben. Ersetzt man beim Ausfiihren der Ableitungen 
ee Om 00, 


(20) 


nach § 14, (1) = durch ahaa bar und entnimmt nach 
Benutzung von § ie ) den Wert fir 
(21) dd, = it +s ay 


aus § 14, (3) sowie den Wert fir dw=dd, +d, und hier- 


= 


pli 
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a) 
aus a , so ergibt eine kurze Rechnung die Richtigkcit 


von (20). 

Setzt man die gefundenen Werte in die rechten Seiten 
der Gleichungen (5)—(11) ein, so sind die Elemente der 
Flachenkurve in der oben angegebenen Weise dargestellt, 
wobei sich, wie man leicht sieht, der Proportionalitatsfaktor 2 
tiberall heraushebt. 

In § 5 wurde gezeigt, dai die in den Differentialen 
von « und v gebildeten Groen ds?, L, M, N gegeniiber 
einer Transformation der Parameter invariant sind. Es laBt 
sich schlieBen, daf diese Invarianz auch dann besteht, wenn 
statt dieser Differentiale die Ableitungen von y eingefiihrt 
werden. Die Transformationsformeln seien wieder 


(22) U=P(uy,%), V=Q (My, %)- 


Hierdurch gehe die Funktion gm der Parameter wu, v iiber 
in eine andere Funktion g, der neuen Parameter w,, v,, so 
daS also identisch die Gleichung besteht 


(23) YP (u, v) a, iP (u; %), Q (um, %)| ape) (U5 %) : 


Es muf nun gezeigt werden, daB vermége der Trans- 
formationsformeln (22) die rechte Seite jeder der Gleichungen 
(5)—(11), gebildet in den Ableitungen von q, tibergeht in 
denselben Ausdruck, gebildet in den neuen Fundamental- 
gréBen H,, Ff, G,; D,, Di, DY und den Ableitungen von 
gy, nach uw, und v,. Der analytische Beweis ist ganz dhnlich 
dem in § 5 gefiihrten, wobei die aus (22) und (23) folgenden 
Relationen zu benutzen sind : 


Og, Oy Op Oy, Op dy 
(24) eae By C1? Ov, Dent t By 03° 


Es mag geniigen, die Rechnung an dem Beispiel der 
normalen Kriimmung durchzuftihren. Es ist nach (16) und (17) 


Sy , OD, Og ieee 
ae pale —2 Di + DY Ou, 


ps Ov, Ov, OU, 
ds; PS ee Og, OV , Bey 
a Ov, ca Ov, Ou, | a Ou, 
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Nun ist nach § 5, (6) 


su Ops On (By 
5, (5 ee a ee 


0 Ce) 
— 2(2% Ps a a py —2F (3 iP; EP P,) (5 Q— a +0, 
a 
OM gl i. 
+6(52 Q— SQ, 


Aus (24) folgt aber unter iene der in § 5, (7) 
eingefihrten Abkirzung 6= P, Q, — Q, P, 


Og, Og, Oy On oe 
OG eau, oo au, 


also ist 
slp Og, On, a 
x, (Ge 2 Ie Slidi Ak oe 


-[le)—sntt et (2) 
-|2(3 ee ge 
Auf ganz dieselbe Weise findet man mit Hilfe von § 5, (10) 


ay oe ae ape 
p, (52 eae ide OU, 


wil 2a ee — 
-|p(32 ae 0u a ae ge 


Durch Division der beiden letzten Gleichungen folgt, 
da8 der Ausdruck fiir die normale Kriimmung auch dann 


(26) 


(27) 


: Sit aes : ) ) : 
invariant ist, wenn in demselben <? und £” an Stelle von 


Ov Ou 
du und dv eingefiihrt sind. 

An die Gleichung (26) lassen sich nun weitere Folge- 
rungen anschliefen, durch die wir zu den von Beltrami 
eingefiihrten Differentialparametern, und zwar zundchst 
zu dem Differentialparameter erster Ordnung kommen. 
Nach § 5, (8) ist namlich 

2 
(28) et ety 
EG — F? 
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Setzt man diesen Wert in (26) ein, so folgt 


Bae) ~2P 50 ant Osu) 


ra) Ov Ou Ou 
=) Og, Og eo 
halen Gee ae, oa a, 


Die linke Seite ist aber der oben (19) zur Abkiirzung 
mit A’ bezeichnete Ausdruck; derselbe geht also durch 
die Transformation (22) in den ganz entsprechend in E,, ’,, G, 
und ¢, gebildeten iiber, der mit Ajq, bezeichnet sei, oder 
A’y ist gegenitiber einer Transformation der Para- 
meter invariant. Wiirde man also in die linke Seite von 
(29) mittels (22) statt wu, v die Parameter u,, v, einfiihren, 
so erhielte man einen Ausdruck in uw, v, [die rechte Seite 
von (29)]; diesen erhalt man aber viel einfacher, wenn man 
die linke Seite von (29) fiir die transformierte Funktion 9, 
und das transformierte Linienelement bildet: dies ist der 
Inhalt von (29). A’m heift nach Beltrami der Diffe- 
rentialparameter erster Ordnung. Beltrami definiert 
als Differentialparameter allgemein eine Funktion von 
der Form 


dp dy O4 dp dy Ox 
F(EEG; PrWrX°°%> Ou’ Ou’ Ou i Ov’ Ov’ av. a 


d. h. eine Funktion, gebildet aus den Fundamentalgréfen 
erster Ordnung HL, F’, G und einer Anzahl willkir- 
licher Funktionen gq, y, 7... von uw und v nebst ihren 
partiellen Ableitungen nach u ‘und v, die gegentiber einer 
Transformation der Parameter uw und v invariant ist, 
d. h. durch eine Transformation von der Form (22) in eine 
Funktion tibergeht, die in ganz derselben Weise aus H,, F,, G,; 
Pr» Vr» %1 usw. gebildet ist. 

Aufer dem Differentialparameter A’ sind noch folgende 
zwei von besonderer Wichtigkeit. 


1) Der sogenannte Zwischenparameter, oder ge- 
mischte Parameter zweier Funktionen gm und yp 


(31) 
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pies rete ee 
Cv cr Cu cr cu en Cu Cu 
EG—F? 
2) Der sogenannte Differentialparameter zweiter 
Ordnung 


ce 


1 (2a Pe te <A 
Yo = SSS cu cr = pes Co Cu 


VEG—F? |! 


jEG—F? ! 

Der Beweis fir die Invarianz von y~(g,y) ist dem fir 
die Invarianz von von A’@ gegebenen analog; fir A”@ wird 
derselbe dadurch gefahrt, daB man zunachst die in runden 
Klammern stehenden Ausdricke transformiert und die ent- 
stehenden Gleichungen partiell nach w und » differenziert. 
Die Ausrechnung im einzelnen iibergehen wir. 

Fir manche Rechnung ist es zweckmaig, die Funktion 


\e@ 6g) 

if \OM ov) 
JEG —F éy oy 
Cu eo) 

zu benuizen, die, wie man leicht zeigt, ebenfalls ein Diffe- 


rentialparameter ist und sich durch A’o, Ay, ye, y) 
folgendermaBen ausdrickt 


(83) d(¢v)=149)A'y)—_v@yP- 
Aus der Definition der Differentialparameter folet, daB 


man aus jedem derselben beliebig viele weitere bilden kann, 
wenn man fir die Funktionen 9, yw, 7 --- igend welche 


(82) d(e,¥)= 


Differentialparameter einsetzt, oder, wie man sich anch aus- - 


drickt, wenn man die Operationen 1, A”, V auf irgend 
welche Differentialparameter anwendet. Historisch sei an- 
eat da8 iiberhaupt jeder Differentialparameter anf diese 

Die Wichtigkeit der Differentialparameter fiir die Theorie 
der Fiichen beruht nun hauptsachlich auf folgenden 
beiden Eigenschaften 

1) Es lassen sich eine Reihe wichtiger Sitze tiber Kurven 
und Kurvensysteme auf Flachen in einfacher Weise mittelst 


der Differentialparameter ausdriicken. 
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2) Da die Differentialparameter nur von den Koeffizienten 
des Linienelements abhingen, sind sie bei einer Deformation 
der Flachen invariant, und es 1la8t sich mit Hilfe der 
Differentialparameter die Frage erledigen, ob zwei gegebene 
Flachen ineinander deformierbar sind. 

Dies wird den Gegenstand der beiden nichsten Para- 
graphen bilden. 


§ 18. Anwendung der Differentialparameter auf Kurven 
und Kurvensysteme. 


Als erste Anwendung zeigen wir, daB die geodiitische 
Kriimmung : einer Flaichenkurve ¢ (u,v) =a durch Differen- 


tialparameter darstellbar und daher selbst ein Differential- 
parameter ist. Letzteres geht tibrigens schon daraus hervor, 
daB die geoditische Kriimmung nur die Koeffizienten des 
Linienelements enthalt; und, wie in § 17 bemerkt wurde, 
gegentiber einer Parametertransformation invariant ist. Um 
sie durch die Beltramischen Differentialparameter darzu- 
stellen, berechnen wir zuniichst die geoditische Kriimmung 


F der Parameterkurven «= const. fiir den speziellen Fall 
rechtwinkliger Parameterkurven. Das Linienelement hat 
dann die Form 
(1) ds? = Edu? + Gdv? 
und nach § 17, (7) erhalten wir 
Di ole CVG ee ES 1 OyE 
a ae {EG Ou By 1 Oe 
Nun ist nach § 17, (19), (30) me (31) fir “=O und 
p=u 
ih Lite OG Oykl 
A’ Bp tase ae vu, |B) == ea 


a 1 
Da nun JE = Nu ist, so folgt 
1 0yE 


Au 
Boy 7 Vv 1B) =9(u as} 
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Daher ist 
hei: fad eal Eee (« u ): 
7 RN Re 
Nunmehr sei fiir beliebige Parameter u,v die geo- 
ditische Kriimmung einer Flichenkurve o(u, v) =a zu be- 


rechnen. Das Linienelement. hat also nun die allgemeine 
Form 


(3) ds? = Hdw?+2 Fdudv+ Gdv?. 


Wir fihren nun das System der Kurven (u,v) =a und 
ihre Orthogonaltrajektorien y(u,v)=6 als Parameterkurven 
ein; die Transformationsformeln sind 


Y (u, v) =U) 
4 
a) wp (u,v) =. 
Hierdurch erhalt das Linienelement die Form 
ds? = EF, du? + G, dv?, 


Die geoditische Kriimmung der Kurven u%, const ist 
also nach (2) 


il Ayu, 1 
5 a eV ee 
( ) 7, ( ‘1 a 
wo die Differentialparameter Aj usw. in den Koeffizienten 
E,, G, gebildet sind. 


Gehen wir nun vermége der Transformationsformeln (4) 
wieder zu den urspriinglichen Parametern zuriick, so geht u, 
in die Funktion @ (u,v) iiber, wihrend gleichzeitig an Stelle 
von E, und G, wieder die urspriinglichen Koeffizienten 
E, F, G eintreten. Aus der Definition der. Differential- 
parameter folgt aber, da’ es gleichgiiltig ist, ob man die 
Differentialparameter in (5) in Beziehung auf das urspriing- 
liche Linienelement (3) und die urspriingliche Funktion g (w, v) 
=a oder in Beziehung auf das transformierte Linienelement 
und die transformierte Funktion w, =a bildet. Man hat also 
in (5) an Stelle von wu, die Funktion y zu setzen, wihrend 
die in E,, F, und G, gebildeten Differentialparameter durch 
die in EL, F, G gebildeten zu ersetzen sind. Es ist also all- 
gemein die geodatische Kriimmung jeder Kurve der 
Schar (wu, v)=a ausgedriickt durch 


(2) 
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6 ttn Oe * ee. Bh wf 

° ie We" 5) 

Damit ist bewiesen der 

Satz 1. Die geodatische Kriimmung jeder 
Flachenkurve g(u,v)=a ist ein Differentialpara- 
meter. 

Bezeichnen wir diesen Differentialparameter mit A” ¢, 
so folgt aus (6) 

Satz 2. Die Bedingung dafiir, daB die Kurven 
y (u,v)=a ein System von Linien konstanter geoda- 
tischer Kriimmung bilden, ist A”p—F(y), wo F(9) 
eine Funktion von ¢ ist. 

Ferner 

Satz 3. Die Bedingung dafiir, da’ die Kurven 
y(u,v)=a ein System geoditischer Linien bilden, 
ist A”o=0. 

Weitere Anwendungen schlieBen sich an die Dar- 
stellung des Linienelements durch Differentialparameter. 
Fihren wir die Kurven g(u,v)=a und yp(u,v)=b (die 
aber jetzt nicht mehr orthogonal sein sollen) als Parameter- 
kurven ein, so lauten die Transformationsformeln 


(7) Uy = 7 (Ur), % =y (u,v). 
Das transformierte Linienelement sei 
(8) ds? — EF, du? + 2 F du, dv, + G, dv’. 
Aus § 17, (19) und (30) folgt nun 
, G, nes , FE, 
14 fad ea Vi (U4, %)= E, G, ay Any = E, Gar 


Die Auflosung dieser Gleichungen nach EF, I’, G, er- 
gibt unter Benutzung von §-17, (33) 


AiY _ Vi (us, %1) _  Aiuy ; 
By (Wy, %)?” : By (Uy %)?’ ees (Uy) 0)? 


9) £,= 


Geht man mit diesen Werten in (8) ein, und ersetzt 
gleichzeitig nach (7) w, und vy, durch y und y, du, und dr, 
durch dy und dy, so sind wieder die alten Variabeln ein- 
gefihrt, an Stelle Aj, 3, usw. treten A’, # usw., und wir 
haben 
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A’ dp?— 2y (y,y) dp dy + A’ yp dy? 
Op, 9)? 
Aus (10) flieBen unmittelbar die Satze 
Satz 4. Die Bedingung dafiir, daB die Kurven- 
systeme pm(u,v) =a und w(u,v)=b auf der Fliche 
iiberall sich orthogonal schneiden, ist 


V (py) =9. 

Satz 5. Die Bedingung dafiir, da’ die Kurven 

y (u,v) =a ein System von Minimallinien bilden, ist 
A’ o=0. 

Wir fragen weiter nach der Bedingung daftir, daf die 
Kurven g(u,v)=a ein System von geoditischen Paral- 
Jelen bilden. 

Um diese Frage zu beantworten, nehmen wir an, dab 
die Kurven yw (u,v)=b die Orthogonaltrajektorien der Kurven 
y(u,v)=a seien. Hierdurch erhilt nach § 17, (33) das 
Linienelement (10) die Form 


(10) ds? = 


(11) Re ee 


Nach der in § 13, Satz 1 aufgestellten Bedingung folgt, 
dai A’(~)= Fg) sein mu8, wenn die Kurven y=a ein 
System geoditischer Parallelen sind, und daf A’ (m)=1 sein 
muf, wenn g den Bogen der zugehérigen geoditischen Linien 
bedeutet. Wir erhalten somit 

Satz 6. Die Bedingung dafiir, daB die Kurven 
y (u,v) =a ein System geoditischer Parallelen bilden, 
i t , i , 
3 Ap = F (9). 

Bedeutet insbesondere wm den Bogen der zu- 
gehérigen geoditischen Linien, so ist 

No 1s 

Daraus ergibt sich ein Weg zur Auffindung der geo- 
diitischen Linien einer Fliche. Zunichst ist die Differential- 
gleichung A’ q=1, oder ausfiihrlicher geschrieben 


a poy (ei a 2 
(12) BS" ort? +@ (5°) -E¢—F 
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zu integrieren und dadurch ein System geodiitischer Paral- 
lelen zu ermitteln. Bestimmt man nun zu diesen die 
Orthogonaltrajektorien, so sind dies die geoditischen Linien. 
Diese aber lassen sich ohne weitere Integration finden, 
oy 
Oa 
die willkiirliche Konstante a noch enthalt, und zwar nicht 
blo8 additiv. Dann la8t sich namlich zeigen, daB 


falls eine Lésung g(u,v,a) von (12) bekannt ist, und 


0 
(13) Sy (u; v%; a)=b 


mit den beiden willkirlichen Konstanten a und 6 die all- 
gemeine Gleichung der geodatischen Linien ist. 
Zam Beweis haben wir nach Satz (4) nur zu zeigen, dab 


0 
v(e: “£)-0 
ist. Dies ist in der Tat der Fall. Denn @ geniigt der 
Gleichung (12); da aber die rechte Seite von a frei ist, so 


ist : 
0 Ay J Opoy (72)")- 
al” (ae here 


Fiuhrt man die partielle Differentiation nach a aus, so 
erhalt man eben v (#52) =0. Also ist in der Tat die 
Gleichung (13) mit den beiden willkiirlichen Konstanten a 
und 6 das allgemeine Integral der Differentialgleichung der 
geoditischen Linien. 


§ 19. Amwendung der Differentialparameter auf die 
Deformation der Flichen. 


Zum SchluB wenden wir die Differentialparameter auf 
die Verbiegung der Flichen an, insbesondere zur Ent- 
scheidung der in § 11 noch offen gelassenen Frage, in welchem 
Falle zwei gegebene Flaichen ineinander deformier- 
bar sind. Zunichst wollen wir die schon in § 17 gemachte 
Bemerkung, da die Differentialparameter Biegungsinvarianten 
sind, noch eingehender begriinden. 

Es seien die Linienelemente zweier Flichen F' und F,, 
die aufeinander abwickelbar sind 
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(1) ds? = Edu? +2 Fdudv+ Gdv3 
(2) dsi = E, duj+ 2 F, du, dv, + G, dj. 


Es miissen dann die Linienelemente ineinander trans- 
formierbar sein, d.h. es miissen nach § 11, Satz 1 zwei 
voneinander unabhingige Gleichungen von der Form 


(3) C(t, 0) = Cy (Uy, M4) (Uy 0) = 9; (MH, %) 

existieren, derart, da8 durch Auflésung derselben nach einem 
Paar der Parameter, etwa w und v, und durch Einfiihrung 
der gefundenen Werte in (1) das Linienelement (1) in das 
Linienelement (2) tibergeht. 

Es mége nun auf der Flache # eine Anzahl Kurven 
y(u,v)=a; p(u,v)=b; x(u,v)=c... gegeben sein, die 
durch die Gleichungen (8) in die Kurven 9, (w,,%)=@; 
Wy (Uy, %,) =b; x, (uy, v,) =c... auf der Fliche F, tibergehen. 
O(y,y,z%---) moge ein Differentialparameter sein, der die 
Funktionen g,y,y... enthalte. Nach der Definition der 
Differentialparameter ist dann vermége (3) 


OP WX ++» )=AGy Yn mM +++) 
wobei der Index 1 andeutet, da’ der Differentialparameter 0, 
fir das Linienelement ds, zu bilden ist. Der Wert, den 
der Differentialparameter im Punkte (u, v) der Fliche Ff’ 
annimmt, ist also gleich dem Werte desselben im ent- 
sprechenden Punkte (u,, v,) der verbogenen Fliche Ff, und 
bleibt daher bei jeder Verbiegung ungedndert. Es folgt also 

Satz 1. Ein Differentialparameter stellt eine 
Eigenschaft von Flaichenkurven dar, die sich bei 
einer Verbiegung nicht andert. 

Es folgen hieraus unter Beriicksichtigung der in § 18 
abgeleiteten Resultate die bekannten Siitze, daB die geoda- 
tische Kriimmung einer Flaichenkurve sich nicht andert, dab 
die geoditischen Linien erhalten bleiben u. a.; auch labt 
sich zeigen, daf der Winkel zweier Kurven ein Differential- 
parameter ist, ferner, daB ein Isothermensystem bei einer 
Verbiegung wieder in ein solches iibergeht (s. § 20, Aufg. 41 
und 42). 

Wir kénnen nun mit Hilfe der Differentialparameter 
entscheiden, ob die Linienelemente zweier gegebenen 
Flachen ineinander transformierbar, die zugehérigen 
Flachenalsoaufeinanderabwickelbar sind oder nicht. 
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Zu diesem Zweck ist zu zeigen, wie man zwei Glei- 
chungen von der Form (3) erhalt, mittels deren die Linien- 
elemente ineinander iiberfiihrbar sind, und unter welchen 
Bedingungen dies méglich ist. 

Eine solche Gleichung erhalt man sofort, wenn man 

bedenkt, daf das Kriimmungsmaf in entsprechenden Punkten 
zweier aufeinander abwickelbarer Flachen denselben Wert 
hat. Bilden wir daher fiir jede der beiden Flichen nach 
§ 11, (9) oder (10) aus den Koeffizienten des Linienelements 
das Kriimmungsmaf #, so erhalten wir durch Gleichsetzen 
der gefundenen Werte 
(4) ki (uy v) = ky (Wy, %). 
Dies ist die erste Gleichung von der Form (3). Dabei 
schlieBen wir den Fall aus, daB & und &, in allen Punkten 
denselben konstanten Wert haben; in diesem Falle sind niim- 
lich, wie sich in Abschnitt II, § 27 zeigen wird, die Flichen 
stets aufeinander abwickelbar, uid zwar auf unendlich viele 
Arten. Ist & nicht konstant, so erhalten wir eine zweite 
Gleichung, wenn wir z. B. setzen 


(5) Ak = Aly. 


Nun sind drei Falle méglich 

1) Die Gleichungen (4) und (5) widersprechen sich, 
dann sind die beiden Flachen nicht aufeinander ab- 
wickelbar. 

2) Die beiden Gleichungen sind voneinander unab- 
hangig, ohne sich zu widersprechen; in diesem Falle 
kann durch rein algebraische Operationen entschieden werden, 
ob die Linienelemente durch (4) und (5) ineinander transfor- 
mierbar sind oder nicht, ob also die Flaichen aufeinander 
abwickelbar sind oder nicht. 

3) Die Gleichungen (4) und (5) sind voneinander 
abhangig; dies ist der Fall, wenn A’% reine Funktion 
von k, und Ask, dieselbe Funktion von fh, ist, also 


(6) Ak =f(h), Athy =f(t). 
Dann geniigen die Gleichungen (4) und (5) nicht zur 


Entscheidung der Frage der Deformierbarkeit; in diesem 
Falle nehmen wir zu (4) als zweite Gleichung hinzu 


(7) — Wha Athy. 
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Hier sind nun wieder dieselben. drei Fille méglich wie 
oben. Im ersten und zweiten lift sich die Frage der De- 
formierbarkeit ebenso erledigen, wie oben; es bleibt also 
nur noch der Fall iibrig, daf auch (7) von (4) abhangig ist, 
d. h. daB auch 


(8) Ak = (kh), Mvk, = —(hi) 


ist; dann laft sich aber zeigen, dai beide Flaichen auf 
eine und dieselbe Rotationsflache, also auch auf- 
einander abwickelbar sind. Bei der Abwicklung auf 
die Rotationsfliche gehen dabei die Kurven konstanten Kriim- 
mungsmafes in die Parallelkreise tiber. 

Aus (6) folgt namlich nach § 18, Satz 6, daf die 
Kurven konstanten Kriimmungsmafes k= konst. geoditisch 
parallel sind. Wir nehmen daher auf beiden Flachen diese 
Kurven und ihre Orthogonaltrajektorien als Parameterkurven. 
Bezeichnen wir der Einfachheit halber auch die neuen Para- 
meter mit w und v, bezw. u%, und v, und bedeuten w und wu, 
die Bogen der zugehérigen geoditischen Linien, so erhalten 
wir nach § 13, Satz 1 fiir die beiden Linienelemente 


(9) ds? =du?+ Gdv?, 
(10) dsj = dui + G, dvi, 
wo jetzt die Kurven w= konst. bezw. «, = konst. die Kuryen 


konstanten Kriimmungsmafes sind. 
Die Bedingungen (4), (6) und (8) lauten nun 
k (u) iy hy (1), 
(11) Nu=f(u), Aju, =f(%), 
A’u=(u), Aiu=¢— (mH), 
wobei die Differentialparameter fiir (9) und (10) zu bilden 


sind. Dann ist aber nach § 17, (31), wie man leicht nach- 
rechnet, 


,. olgyG 
Arya ETE oq) 


und hieraus durch Integration 
Ge 2! veda V2, 
ds? = du? +e°/?™* (v7 du), 
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wo V eine willkirliche Funktion von v ist. Ersetzt man 
{Vdv durch v, was einer passenden Wahl des Parameters 
entspricht, so erhilt das Linienelement der ersten Fliche 
die Form 


(12) ds? = dur+ e2/ea dv?, 
und ebenso das der zweiten Flaiche 
(13) dsj = dui + e2| Plundauy dvy. 


Die beiden ersten Bedingungen (11) sind nun, wie man 
sich leicht iiberzeugt, fiir die Linienelemente (12) und (13) 
von selbst erfiillt. Setzt man nun 
(14) U=%, V=+%u4,+4, 
wo @ eine beliebige Konstante ist, so sieht man, daf die 
beiden Linienelemente (12) und (13) ineinander transformiert 
werden, die beiden Flaichen also in der Tat aufeinander 
abwickelbar sind. Die Form der Linienelemente zeigt aber 
auch nach § 6, (14), dai beide- Flachen auf eine Rotations- 
fliche abwickelbar sind, wobei die Kurven w= konst., bezw. 
u, =konst. mit den Parallelkreisen, die Kurven v=konst., 
bezw. v,—=konst. mit den Meridianen der Rotationsfliche 
zur Deckung kommen. 

Bemerkung. Die willkiirliche Konstante a in (14) lehrt, 
daB die beiden Flichen, nachdem sie aufeinander abgewickelt 
sind, noch lings der Kurven u=konst. tibereinander weggeschoben 
werden kénnen: dies entspricht der Tatsache, daB jede Rotations- 
fliche lings der Parallelkreise in sich verschiebbar ist. Das 
Doppelzeichen von 7 in (14) erklirt sich aus dem Verhalten einer 
Rotationsfliche gegeniiber einer Spiegelung an einem beliebigen 
Meridian; durch eine solche kommt sie nimlich mit sich selbst 
zur Deckung. 

Das Resultat ist also, dab mit Hilfe der Differential- 
parameter durch blofe Differentiationen und Elimi- 
nationen die Frage entschieden werden kann, ob 
zwei gegebene Flachen aufeinander abwickelbar sind, 
oder nicht. 
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Die jeder Aufgabe beigefiigten Zahlen verweisen auf die fiir 
die Lésung in Betracht kommenden Paragraphen. 

1). Die Gleichungen einer Kugel mit geographischer 
Linge und Breite als Parametern aufzustellen und das 
Linienelement zu bilden (1). 


Kommerell, Theorie der Raumkurven, II. 8 
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2) Die Gleichungen der Schraubenréhrenfliche aufzu- 
stellen und fiir sie die sechs Fundamentalgréfen zu bilden 
(1, 2). 

Die Schraubenréhrenfliche wird erzeugt dureh einen Kreis 
von festem Radius, dessen Mittelpunkt auf einer Schraubenlinie 
fortriickt, wihrend seine Ebene stets normal zu derselben bleibt. 
Man nehme als Parameter die Bogenlinge der Schraubenlinie und 
den Winkel, den ein beliebiger Radius des erzeugenden Kreises 
mit der Hauptnormalen bildet (1, 2). 


3) Gegeben ist die Differentialgleichung 


du 
T= 9 (62) 


eines Kurvensystems auf der Fliche; gesucht ist die Diffe- 
rentialgleichung der Orthogonaltrajektorien dieser Kurven (1). 

4) Man bestimme die Orthogonaltrajektorien zu den 
Erzeugenden der abwickelbaren Tangentenfliche einer Raum- 
kurve (1, 12, vgl. Bd. I, § 12, Satz 1). 

5) Fiir welche Flichen stehen die Asymptotenlinien 
allenthalben aufeinander senkrecht? (3). 

6) Man integriere die Differentialgleichung der Kriim- 
mungslinien fiir die Wendelfliche (3, S. 74 unten). 

7) Ebenso fiir die Schraubenréhrenfliche. Man zeige, 
da8 die eine Schar der Kriimmungslinien von den erzeugenden 
Kreisen gebildet wird (3). 

8) Man schneide eine Fliche mit allen Ebenen durch 
eine feste Gerade (Z-Achse), und weiter konstruiere man alle 
Tangentenkegel an die Flache, welche ihre Spitzen in jener 
Geraden haben. Man zeige, daf die Beriihrungskurven der 
Tangentialkegel mit den Schnittkurven der Ebenen ein Sy- 
stem konjugierter Linien bilden (3). (Geometrisch einfach.) 
(Kénigs.) 

9) Gesucht sind die Gleichungen derjenigen Minimal- 
fliche (k=O), deren Kriimmungslinien eben sind und die 
sich spharisch in das § 4, Anm. genannte Orthogonalsystem 
von Kreisen abbilden. (Ennepersche Minimalfliche.) (3, 4.) 

10) Welches ist die Differentialgleichung der Krimmungs- 
linien in Ebenenkoordinaten? (4). 

11) Die Schraubenréhrenfliche auf die Kriimmungslinien 
als Parameterkurven zu transformieren (5). 

12) Desgleichen die Kugel auf die Asymptotenlinien (5). 
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13) Eine beliebige Gerade fiihrt eine Schraubenbewegung 
um die Z-Achse aus. Welches ist die Gleichung der Meridian- 
kurve der entstehenden Schraubenfliche? (6). 

14) Man zeige, dai auf jeder Schraubenfliche das 
Kriimmungsmaf lings einer Schraubenlinie konstant ist (6). 

15) Welches ist die Bedingung dafiir, daB das Kurven- 
system g(u,v)—konst. mit seinem Orthogonalsystem ein 
isometrisches System bildet? (7, vgl. auch Aufgabe 42.) 

16) Man zeige, dai die Meridiane und Parallelkreise 
einer Rotationsfliiche ein Isothermensystem bilden (7). 

17) Mar bestimme eine konforme Abbildung der Ebene 
auf sich selbst, so daB das Vergréferungsverhiiltnis konstant 
ist (Abnlichkeit, Kongruenz) (8). 

18) Man bestimme eine konforme Abbildung der Ebene 
auf sich selbst, bei der die Parallelen zu den Koordinaten- 
achsen in Geraden durch den Ursprung und Kreise um den 
Ursprung iibergehen (8). 

19) Man bestimme das Vergréferungsverhiltnis fiir die 
stereographische Projektion und die Merkatorprojektion als 
Funktion der geographischen Breite (8). 

20) Gesucht ist eine flichentreue Abbildung der Kugel 
auf die Ebene, bei der sich die Parallelkreise als konzentrische 
Kreise und die Meridiane als ihre Radien abbilden (10). 

21) Die Kugel flachentreu so auf die Ebene abzubilden, 
da8 die Breitenkreise Parallelen zur X-Achse und die Meri- 
diane Ellipsen werden, die eine Hauptachse mit den End- 
punkten ~=0, y=-+b gemein haben (10). 

22) Man suche die Rotationsflichen, die auf die Kugel 
abwickelbar sind (11, 12). 

23) Gegeben ist eine Fliche mit dem Linienelement 


ds? = du? + [(u+ av)? + b?] dv. 


Man bestimme die Konstanten a und 0 so, dab die 
entsprechende F'lache 

a) auf die Wendelfliche, 

b) auf ein Rotationsellipsoid, 

c) auf ein Rotationshyperboloid 
abwickelbar ist (11, 12, auch 19). ’ 

24) Man stelle die Gleichungen der Rotationsfliche 
auf, fiir die das Stick der Meridiantangente zwischen Berithr- 
punkt und Rotationsachse eine konstante Liinge hat. Die 

8* 
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Meridiankurve ist die sogenannte Traktrix (Evolvente der 
Kettenlinie), die zugehérige Rotationsfliche heibt Pseudo- 
sphare. (Vgl. Abschn. I, § 28). Man zeige, dafi das Kriim- 
mungsmaf dieser Fliche einen fiir alle Punkte konstanten 
negativen Wert hat, und dafi die Rotationsflichen, die auf 
sie abwickelbar sind, mit- ihr identisch sind, da sich also 
die Fliche auf sich selbst abwickeln lat (11, 12). 

25) Man driicke das Kriimmungsmafi & durch den in 
§ 13, (7) auftretenden Winkel @ aus (13). 

26) Man wende die allgemeinen Betrachtungen itiber die 
Liouvilleschen Flichen auf das Ellipsoid und auf die 
Rotationsflichen an, indem man beidemal die Krimmungs- 
linien zu Parameterkurven wihlt. Man leite die in Bd. I, 
§ 25, (7) und § 26, (15) und (16) aufgestellten Gleichungen 
her (13). 

27) Man integriere fiir die Kugel die Differentialgleichung 
der geodiitischen Linien § 14, (7) und leite aus dem Integral 
die 'undamentalformeln der spharischen Trigonometrie her (14). 
(S. auch § 29). 

2%) Jede Flache, auf der es zwei Scharen geodatischer 
Linien gibt, die sich allenthalben orthogonal schneiden, ist 
auf die Ebene abwickelbar (11, 13, 14). 

29) Jede Flache, die vier lineare Scharen geodatischer 
Linien besitzt, d. b. bei der durch vier unabhingige Glei- 
chungen von der Form 


a;u+b;v=konst. (i=1, 2, 3, 4) 


je co1 geoditische Linien dargestellt werden, ist eine Flache 
von konstantem Kriimmungsmas (13, 14). (Finsterwalder.) 

30) Die geoditischen Linien des Rotationskegels zu 
bestimmen (13, 14). . 

31) Man stelle dieGau$-Mainardischen Gleichungen aut 

a) fir die Asymptotenlinien als Parameterkurven 
(D= D’—0), 

b) fiir isometrische Parameter ("=0; H=G=A), 

c) fiir geodatische Parameter (H=1; F’'=0), (15). 

32) Man behandle die erste Anwendung in § 15 ahnlich 
wie dort, aber mit den Minimallinien als Parameterkurvyen. 
Die entstehende Differentialgleichung wird fir den Fall h=0 
(Minimalflichen) integrabel (15). 

33) Man suche die Fundamentalgréf8en fiir die Flachen 
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von konstantem Kriimmungsmaf mit Kriimmungslinien als 
Parameterkurven zu bestimmen (15). 

34) Desgleichen fiir Flichen, bei denen das Verhiiltnis 
der Hauptkriimmungsradien konstant ist (15). 

35) Desgleichen fiir Flachen mit isometrischen Kriim- 
mungslinien (15). 

36) Man untersuche die Centrafliche des Ellipsoids (16). 

37) Man bestimme die Centrafliche der Schrauben- 
rohrenfliche und zeige, daf der eine Mantel von der 
Schraubenlinie selbst, der andere von ihrer abwickelbaren 
Polarfliche gebildet wird (16). 

38) Aus einer Flache erzeuge man eine andere dadurch, 
daf man von jedem Flichenpunkt aus auf der [lachen- 
normale nach derselben Seite ein konstantes Stiick abtragt. 
Die Endpunkte bilden eine Fliche, die eine Parallel- 
flache der urspriinglichen heift. Man zeige, daS 

a) die Flichennormalen in entsprechenden Punkten der 
beiden Flachen zusammenfallen; 

b) den Kriimmungslinien der ersten Fliche die der 
zweiten Flache entsprechen; 

ce) unter den Parallelfiichen einer Fliche von kon- 


he 
stantem Kriimmungsmafi — eine Fliche von konstanter 
‘ ‘ og a : 
mittlerer Kriimmung — ist, und da der Abstand beider 


Flachen = yp ist (16). 

39) Man bestimme die Kurven, welche die Meridiane der 
Kugel unter konstantem Winkel schneiden (17, vgl. auch 9). 

40) Man bestimme die Elemente der Parameterkurven 
(Krimmung, Torsion etc.) speziell wenn diese Kriimmungs- 
linien oder Asymptotenlinien sind (17). 

41) Man driicke den Winkel zweier Kurven p(w, v) = konst. 
und wy (wu, v)—konst. durch Differentialparameter aus (18). 

42) Man beweise: Die Kurven y= konst. bilden mit 
ihren Orthogonaltrajektorien ein Isothermensystem, wenn 


ist. Ist insbesondere A”p—0, so ist qm der zugehérige 
thermische Parameter. Die Orthogonalschar ergibt sich 
durch Quadratur (7, 18). 
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43) Sind die Kurven der Schar y= konst. auf der 
Flaiche zugleich geoditisch parallel und von konstanter geo- 
diitischer Kriimmung, so bilden sie mit ihrer Orthogonal- 
schar ein isometrisches System (18). 

44) Sind umgekehrt die Kurven der Schar y= konst. 
zugleich geoditisch parallel und isometrisch, so ist ihre geo- 
ditische Kriimmung konstant (18). 

45) In den beiden letzten Fallen ist die Flache auf 
eine Rotationsfliche abwickelbar, wobei die Linien konstanter 
geoditischer Kriimmung in die Parallelkreise der Rotations- 
fliche tibergehen (11, 18, 19). 

46) Ein doppelt orthogonales System von Kurven kon- 
stanter geodiitischer Kriimmung ist stets isotherm (18). 

47) Sind in einem Isothermensystem die Kurven der 
einen Schar Kurven konstanter geoditischer Kriimmung, so 
sind es auch diejenigen des andern (18). 

48) Der Radius der geoditischen Kriimmung eines 
Parallelkreises auf einer Rotationsfliche ist gleich dem Stiick 
der Meridiantangente zwischen dem Beriihrungspunkt und 
der Drehachse (17, 18). 

49) Man zeige, da’ 


ean Pe, ye 
von(a +p) 
ist. Aus dieser Formel folgt, da auf den Minimalflachen 
die Schnittkurven mit einer Schar paralleler Ebenen einem 
Isothermensystem angehéren (18). (Beweis einfach fiir iso- 
metrische Parameter.) 


50) Man beweise, daf 


1 pe 2p ( 02 )" 
EG — F?| du? dv? 0udv 

ein Differentialparameter ist. Bezeichnet man ihn mit A,,q, 
so ist zu beweisen, daB A,,.~=(1—A’a)k ist, wo & das 
Kriimmungsma$ bedeutet. Durch Integration dieser par- 
tiellen Differentialgleichung erhailt man 2, y, 2 als Funk- 
tionen von ~ und v, wenn das Linienelement der Flache ge- 
geben ist (18). 

51) Man zeige, da fiir die GréBen py, y in § 7, (5) und (6 ) 
die Gleichung gilt 


Ag Juv=k. (18.) 


II. Abschnitt. 
Spezielle Flichen. Strahlensysteme. 


1. W-Flaichen. 


§ 21. Definition der W-Fliichen. Satz von 
Weingarten. 


In Bd. I, § 18 hat sich ergeben, daB in jedem Punkt 
einer Flache im allgemeinen zwei Hauptrichtungen existieren, 
in denen die ebenen Normalschnitte ein Maximum bezw. 
ein Minimum der Kriimmung aufweisen. Die Kriimmungs- 
radien #, und R, fir diese Schnitte sind Funktionen der 
Parameter u, v und zwar fiir eine allgemeine Flache von- 
einander unabhingige. 

Von besonderem Interesse sind nun diejenigen speziellen 
Flachen, fiir welche zwischen Rf, und R, eine Relation von 
der Form 
(1) F(R,, k,)=0 
besteht. Diese Flachen heiBen Weingartensche Flaichen 
(kurz W-Flaichen) nach Weingarten, der sich zuerst aus- 


fiihrlich mit ihnen beschaftigt hat. Spezielle W-Flachen sind 


z. B. die Minimalflichen Gita a 0) oder die Flachen von 


konstantem Kriimmungsma8 a = konst., 
Aus der Gleichung (1) erhalt man durch partielle 
Differentiation nach u, v 
OF OR, , OF OR, 


DR Ganon, ou” 
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OF OR, OF OR, 


SR Gor one ae 


und hieraus 


OR, OR, 
A) B 
(2) Ou YAt sr 
OT! WOT, 
én Ov 


Umgekehrt hat das Verschwinden der Determinante (2) eine 
Gleichung von der Form (1) zur Folge, da ja das Ver- 
schwinden der Funktionaldeterminante, gebildet aus den 
Funktionen R, und R, von u,v, die Bedingung daftir ist, 
da zwischen R, und R, eine Relation besteht (vgl. Bd. I, 
Einleitung 11). 

Zur Untersuchung der W-Flachen liegt es nahe, als 
Parameter u,v die Parameter der Krimmungslinien zu 
nehmen. Wir setzen daher nach § 3, Satz 3 


(3) PrS0m D=O 
und erhalten so fiir das Linienelement der Flache 
(4) ds? = Edu? +- Gdv?. 


Die Hauptkriimmungsradien R, und R, haben nach 
§ 3, (19) die Werte 


6) R =e, a: 
Die Gleichungen von Rodrigues [§ 3, (20)] lauten 
6) OG. eeu Oayh 1 eg 
Ou Bi Ou’ On R, Ov 


sowie die analogen fiir 6 und ¢, und endlich die Gleichungen © 
yon Mainardi und Gau8 § 15, (7) und (8) 


(7) oD ae = Cp ee 0 ae ~ 

do 2\E" G) 0’ du 2\E” G) Om? 

2 (Leva) of Kaye) DD ae 
Ou\{E Ow] dv\7/@ ov} yEG RR, 
Es gilt nun der 


Satz von Weingarten. Die ersten Centramiantel 
C, (und ebenso die zweiten C,) aller W-Flachen, welche 
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durch dieselbe Gleichung (1) definiert sind, sind 
auf ein und dieselbe Rotationsflache und daher auf - 
einander abwickelbar. 

Darnach sind z.B. die ersten Centramiintel aller Minimal- 
flachen auf ein und dieselbe Rotationsfliiche abwickelbar. 

Beweis fiir die Mantel C;. 

Aus § 16, (6) folgt fiir das Linienelement des ersten 
Centramantels C, einer der W-Flachen 


(9) ds? =dRi + G (1 _- 4 “de. 


Fiihrt man weiter in (7) mit Hilfe von (5) statt D, D” 
die Radien R, und FR, ein, so folgt leicht 


0 log VE _ fia OR, log /G Ry. OR, 
dv R,(R,—R,) Ov’ Ou R,(R,—R,) ow’ 
und hieraus 


3 R 10 OB 
alg pie a Lg) fees baits |e 
det tog | 10 (1 | ok au 


Trigt man nun aus (1) &, als Funktion von FR, in (11) 
ein und integriert, so folgt 


(10) 


aR, 
a ie z)- Sa am 


2 


und nach (9) 


a Ry 
2@(v) 2 
“6 a=W aye, 


dsi=dhi +e 
wo (v) eine willkiirliche Funktion von v allein ist. Fiihren 


wir statt f ee einen neuen Parameter ein, den wir der 
Kiirze halber wieder mit v bezeichnen, so folgt fiir das 
Linienelement des ersten Centramantels C. 


ALE 
(12) diode’ *—* gy, 

Da nun hier R, aus (1) als Funktion von f, ein- 
zutragen ist, so ist der Koeffizient von dv? eine reine 
Funktion von R, und zwar fiir alle W-Flaichen mit derselben 
Gleichung (1) dieselbe Funktion. Das Linienelement (12) ist 
somit nach § 6, (14) das einer Rotationsfliche. Die Kurven 
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R,=konst. entsprechen den Parallelkreisen, die Kurven 
v=konst. den Meridianen der Rotationsfliche. Damit ist 
der Satz von Weingarten bewiesen. Der Beweis fiir die 
Mantel C, ist analog. 


§ 22. Das sphirische Bild der W-Flichen. 
Das Linienelement des spharischen Bildes einer W-Flache 
(1) ds) = E, du? +2, dudv+ Gy dv? 


laBt sich auf eine bemerkenswerte Form bringen. Sind 
wieder die Parameterkurven die Kriimmungslinien, so folgt 


nach § 4, (6) und § 21, (8), (5) 


D jE Dp” 1G 
(2) en at K-0;. G,-q— 


Fihrt man mittels dieser Gleichungen in § 21, (10) 
Ey, G, statt H,G ein, so folgt 
log VE, 1 oR, élogyG, ‘eee 


@) Onn a Ry as 00. Ome 

Weiter erhilt man aus der GauSschen Gleichung 
§ 21, (8), fiir die Bildkugel (R,R,=—1) gebildet, die 
Gleichung 


0 (71 OVGy lone gL eye, —a 
(4) Ast Ou | gece ay) Fy Gare 
welche demnach ausdriickt, daf (1) das Linienelement der 
Kugel mit dem Radius = 1 ist. 

In (3) kann man nun wie in § 21, aus § 21, (1) R, als 
Funktion von R, und umgekehrt eintragen und integrieren, 
woraus folgt 


ak dR. 
20) JR—m ay) 2) Rag 
(5). “Hig e Pan, ae 9 > =e 


wo y(u), w(v) willkirliche Funktionen von w bezw. v allein 
sind. Mit Hilfe von (5) erhalt das Linienelement (1) der 
sphirischen Abbildung der W-Fliche die Form 

dR, » [aR 
(6) dsj=e Bah qy2te dy, 


§ 22. Das sphirische Bild der W-Flichen. 123 


Dabei ist statt e? du und e” dv wieder du und dv ge- 
setzt, was durch passende Wahl der Parameter wu, v stets 
moglich ist. 

In (6) kénnen noch die Integralzeichen entfernt werden. 
Da namlich R, und R, der Relation § 21, (1) geniigen, so 
koénnen wir R, und R, als Funktionen eines Hilfsparameters w 
auffassen, der seinerseits wieder eine Funktion von wu, v sein 
wird. Wir setzen daher 

k,=op(w), Rk, —Rk,=we'w), 
oder 
(7) R,=9(v), Bh, =o (w)—we'(w). 

Setzt man diese Werte in § 21, (1) ein, so erhilt man 
fiir die Funktion y eine Differentialgleichung, wodurch die- 
selbe also bestimmt ist. Aus (6) und (7) folgt nunmehr 
fiir das Linienelement des sphirischen Bildes einer 


W-Flache 
d 2 dur. dv? 
(8) 50 gy’ (w)2 
Da endlich nach (2) /H=R,/ Ey), VG=R,/G ist und 


nach (8) Ey=-., Gy = Tape? 8° folet fiir das Linien- 


element der W-Flache selbst 


f 2 , 2 
i 4 2 olga (©)? ay2 
(9) ds | ae + aaa) dv?. 

In den Gleichungen (7)—(9) ist w noch als Funktion 
von u,v zu bestimmen, Dies kann dadurch geschehen, daf man 
aus (8) y=, G, = 
Dureh Integration der entstehenden Differentialgleichung 
erhalt man w als Funktion von wu und v. 

Aus den Gleichungen (7)—(9) folgen die Satze: 

Satz1. Wird eine W-Flache spharisch abgebildet, 
so kénnen die Parameter w, v der Kriimmungslinien 
so gewahlt werden, daB das Linienelement der Kugel 
die Form (8) annimmt, wo w eine Funktion von 4u, v 
ist. Die Hauptkrimmungsradien ergeben sich aus (7). 

Satz 2. Wenn umgekehrt das Linienelement der 
Kugel vom Radius =1 auf irgend eine Weise auf 


TOG entnimmt und in (4) einsetzt. 
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die Form (8) sich bringen laft, so gibt es eine 
W-Flache, die, auf die Kugel abgebildet, das System 
u, v zu Bildern der Kriimmungslinien hat. Die 
Hauptkriimmungsradien erhalt man aus (7) und aus 
(9) das Linienelement der W-Fliche selbst. 

Der Beweis von Satz 2 ist im Vorstehenden enthalten. 


Anmerkung. Kennt man fir die W-Flache das Linien- 
element (8) des sphirischen Bildes, so kann man nun die Fliche 
selbst auf folgende Weise erhalten: Da man fiir die Bildkugel 
alle sechs Fundamentalgréfen kennt, s. § 4, (10), so erhalt man 
durch Integration der Gleichungen § 4, (14) die Kugelkoordinaten 
a, b, e (dort mit X, Y, Z bezeichnet) als Funktionen yon wu, v 
(vgl. § 15, Satz von Bonnet). Kennt man nun 4a, 8, ¢ als Funk- 
tionen von wu, v, so geben die Formeln § 21, (6) die W-Flache 
mittels Quadraturen in der Form : 


0a 0a 

as [agian R, 5c do), 
ob ob 

(10) y= [as du R,5-do), 
Oc 0c 

c= — (RSG au + RSE av). 


Anwendung auf die Minimalflaichen (R,+ R, =0). 
Aus (7) folgt zur Bestimmung der Funktion @ 


dp 


und durch Integration 
we 
hee Joe ? . 
abgesehen von einer willktirlichen Konstanten. Aus (7), (8) 
und (9) ergeben sich die Gleichungen 


w2 w2 
Ry a “9? Ry ae ye 
1 
(11) ds) =~ (du? + dv), 


2 
ds? = - (du? + dv?). 
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Die Gleichungen (11) enthalten die Sitze 

Satz 3. Die Kriimmungslinien einer Minimal- 
flache, sowie ihre sphirischen Bilder bilden ein 
isometrisches System. 

Satz 4. Die sphirische Abbildung einer Minimal- 
fliche ist dem Urbild konform (vgl. §§ 4 und 8). 

Da man nun auf der Kugel die allgemeinsten Isothermen- 
systeme kennt [§ 7, (27)|, d. h. a, b, ¢ als Funktionen von 
u, v, so daB die Kurven u = konst., v = konst. ein Isothermen- 
system bilden, so erhilt man alle Minimalflichen durch 
Quadraturen aus (10). 

Es wire nun nicht schwer, auf diesem Wege wirklich 
die endlichen Gleichungen aller Minimalflichen zu bestimmen 
(vgl. Aufg. 4). Wir ziehen es vor, einen einfacheren und der 
geschichtlichen Entwicklung entsprechenderen Weg zu gehen. 


2. Minimalfliichen. 
§ 23. Geschichtlicher Uberblick. 


Die Minimalflichen wurden zuerst von Lagrange in 
die Mathematik eingefiihrt. Er behandelte die Aufgabe, 
durch eine geschlossene Kurve C im Raume eine Fliche so 
zu legen, daf der von C eingeschlossene Flaichenraum S ein 
Minimum wird. Die gesuchte Flache heift daher eine 
Minimalfliche. Ist die TFlichengleichung in der Form 
2=f (x,y) gegeben, so ist der Flicheninhalt S bestimmt durch 


S=/[Vi+p?+ ¢ da dy, 
wo das Integral iiber die Fliche innerhalb von C zu fihren 


ist. Als notwendige Bedingung dafiir, daf S ein Minimum 
wird, erhalt man mit Hilfe der Variationsrechnung 


(1) (1+ ¢)r—2pqs+(1+p?)t=0, 
bei Oz 022 f 
wobel cet ee a nd ete. ist. 


Fiir diese Differentialgleichung hat Meusnier (1776) 
eine sehr einfache geometrische Deutung gegeben. Die 
oe (1) sagt namlich nach Bd. I, § 22, (13) aus, daf 
fiir jeden Punkt einer Minimalflache sie Haupt- 
kriimmungsradien R, und R, durch die Relation 
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(2) Rel sR; 0 


verbunden sind. Meusnier hat auch die ersten speziellen 
Minimalflachen gefunden, némlich das Katenoid und die 
Schraubenregelfliche (Wendelflache). Das allgemeine Integral 
fiir die Differentialgleichung (1) gab zuerst Monge (1784), 
allerdings in imaginirer Form, die lange unbeachtet blieb. 
Bonnet (1853) léste die Differentialgleichung so, daf nun- 
mehr alle reellen Minimalflaichen sich bestimmen liefen. 
Dieser Lésung gaben Enneper (1864) und W eierstraB (1866) 
eine Form, die sich fiir viele Anwendungen als sehr passend 
erwiesen hat. Auch Riemann, Schwarz, Lie u. a. haben 
die Theorie der Minimalflichen sehr gefordert. Zweifellos 
gehoren die Minimalflichen zu den schénsten Kapiteln der 
Mathematik: einmal vermitteln sie einen Zusammenhang 
zwischen der Flachentheorie und der Funktionentheorie, wie 
sich weiterhin ergeben wird, dann aber spielen sie auch in 
der mathematischen Physik eine Rolle. Stellt man namlich 
die Randkurve C aus Draht her und taucht diesen in eine 
zihe Seifenlésung, so nimmt die Flissigkeitslamelle die Ge- 
stalt einer Minimalfliche an. Nach Plateau kann man auf 
diese Weise die Minimalflichen sehr schén herstellen und 
dadurch zugleich die Resultate der Analysis prifen. 


§ 24. Die Formeln von Monge und Weierstrab. 
Wir definieren in der Folge stets eine Minimalflache 
durch die Gleichung 


(1) h : 


1 
Te, aa R, 0. 

Monge hat erkannt, dafB die Differentialgleichung der 
Minimalflachen besonders einfach wird, wenn man als Para- 
meterkurven die Minimallinien (§ 7) der Flache wahlt. 
Man hat also H=G=0O und fir das Linienelement der 
Flache 


(2) ds? =2 F'dudv. 
Wegen (1) folgt aus § 3, (15) D’=0 und man erhalt 


nun aus der mittleren Gleichung § 2, (20) als Differential- 
gleichungen der Minimalflichen 
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02x O2y 022 
(3) oudv ” Suede” Oudv 
Diese lassen sich aber sofort integrieren in der Form 

(4) 2=—U,4+JV,, y=U,+V,, a= U;+ Vz, 


wo U,, U,, U; Funktionen nur von wu, V,, Vz, Vz Funk- 
tionen nur von v bedeuten. Wegen = G=0 miissen diese 
willkirlichen Funktionen den Gleichungen 


(5) UP + UP + Us =0, Ve+ Ve+ V7 =0 


gentigen, wo zur Abkiirzung Uj = gs etc. gesetzt ist. 


du 

Die Formeln (4) und (5) sind die von Monge ge- 
gebenen und bestimmen die allgemeinste Minimalfliche. 

Sie gestatten eine hiibsche geometrische Deutung [eine 
andere geometrische Deutung ist in Aufgabe (6) enthalten], 
die uns sofort die Formeln von Weierstra8 geben wird. 
Wir setzen namlich ; 


(6) &=2U,, m=2U,, (=2U;, 

(7) &=2V,, m=2V2,, 0=2V3, 

und definieren durch (6) und (7) zwei Raumkurven J, und 
I,, die wegen (5) und Bd. I, § 13, (16) Minimalkurven 
sind. Aus (4) folgt nun mit (6) und (7) fiir die Minimalflache 
(83) #=3&+&), y=tntm), #=F(+%). 

Die Minimalflache (4) ist daher der Ort der 
Mitten aller Sehnen, welche einen beliebigen Punkt 
von J, miteinem beliebigen Punkt von J, verbinden. 

Die beiden Minimalkurven I, und I, und zwar die 


allgemeinsten, haben nun aber nach Bd. I, § 13, (18) zu 
Gleichungen | 


= 0. 


= [1 —w) F(u) du, & = [(1 — v?) B(v) do, 
(9) m =tf[(+w) Fw) du, Ng = —tf(l+ v?) B(v) dv,*) 
6, =2fu Fu) du, C, = 2fv B(v) de, 


wo F(w) und ®(v) willkirliche Funktionen von w bezw. v sind. 


*) Es wurde hier statt +7 — i gesetzt, was offenbar gestattet 
ist. Es ergibt sich so die Bedingung fiir reelle Minimalflichen 
besonders einfach. 
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Aus (8) und (9) erhilt man nun die Formeln von 
Weierstraf fiir die allgemeinste Minimalflaiche 


t= ai —u?) F(u) du+ a —v?) B(v) dv, 
(10) y= ‘fa + w?) F(w) au ca +v?) dv) dv, 


Z= a E(u) du +fo P(v) dv. 


Aus der Form der Gleichungen (10) ergibt sich auch 
unmittelbar die Bedingung dafiir, daB die Minimal- 
fliche (10) reell sei. Da namlich nach § 7 die Parameter 
u, v der Minimallinien der Flaiche konjugiert imaginare 
GroBen sind, so miissen auch F(w) und @®(v) konjugiert 
imaginire Gréfen sein; denn nur so hebt sich in (10) alles 
Imaginire heraus. Die Funktion ® mu daher fiir eine 
reelle Fliche aus / durch Vertauschung von 7 mit —7 
hervorgehen, oder # und @® miissen fiir eine reelle 
Flache konjugierte Funktionen sein. 

In diesem Falle schreibt man die Gleichungen von 
Weierstra8 oft in der Form 

a—Rf{ (1 —w?) F(u) du, 
(11) y=Rfid +w) F(u)du, 
2=R/2u Fw) du. 

Diese Gleichungen sind so zu verstehen, daf nach der 
Integration fiir « ee komplexe Gré’e u,-+%v, zu setzen 
und fiir x, y, 2 immer nur der reelle Teil (#) der resul- 
tierenden Funktion zu nehmen ist. Die Koordinaten 4, y,z 
der reellen Minimalflache sind dann also als Funk- 
tionen der beiden reellen Parameter u,, v, dargestellt. 
In der Formel (11) entspricht jeder Funktion F(u) der 
komplexen Variabeln « eine Minimalfliche. Damit ist ein 
interessanter Zusammenhang zwischen den Funktionen einer 
komplexen Variabeln und den Minimalflichen hergestellt 
(vgl. § 23, SchluB). 

Anmerkung 1. In den Formeln (11) kénnen die Integral- 
zeichen dadurch entfernt werden,.daf man fiir die willktirliche 


Funktion F(u) den dritten Differentialquotienten einer anderen 
willkiirlichen Funktion setzt, also 


Fu) =f"). 
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Aus (11) folgt dann durch Integration nach Teilen 
%=R{(1 — uv?) f”(u) + 2u f’(u) —2f(w)}, 
(12) y= R{i(1 + w*) f” (wu) —2iu f/(u) + 2i fiw}, 
z=R{2Quf”(u)—2f’(u)}. 

Nimmt man in (12) fiir f(u) eine algebraische Funktion, 
so ist die Minimalfliiche selbst algebraisch. Umgekehrt hat 
WeierstraB gezeigt, da&B jeder algebraischen Minimal- 
fliche eine algebraische Funktion f(u) entspricht. 

Aus den Gleichungen (10) ergeben sich die Funda- 
mentalgréfen erster und zweiter Ordnung und damit 
die wichtigsten Flichenkurven auf den Minimal- 
flachen. 

Nach § 1, (8) erhalt man so aus (10) fiir die Funda- 
mentalgréfen erster Ordnung 


(13) H=0, F=t(1+ue)? FW) Ov), G=0 
und somit fiir das Linienelement der Fliche 
(14) ds? = (1+ uv)? F(u) B(v) dudv. 
Bildet man weiter die Gleichungen § 2, (11) mit Hilfe 
von (10), so erhalt man durch Auflésen fiir die Rich- 


tungskosinus a, b, ¢ der Flichennormalen oder die 
Koordinaten des spharischen Bildes der Fliche 


_ ute _ tv—y4) 601 
fd PNT ae’ 1 Ong i er 
und fiir das Linienelement ds, des spharischen Bildes 
Adudv 
2 da? 2 eat watt cake 
(16) ds? — da? + db? + de i+ up 


Weiter folgt nach § 2, (13) fir die Fundamental- 
grofen zweiter Ordnung { 


(17) D=—Fiu), D’=0, D”=— Div). 

Nach § 3, (6) erhalt man so als Differentialglei- 
chung der Asymptotenlinien 
(18) Fu) du? + B(v) dv? =0 


und als Differentialgleichung der Kriimmungslinien 
nach § 3, (10) 


(19) F(u) du? — ®(v) dv? =0. 


Kommerell, Theorie der Raumkurven. II, ) 
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Endlich geben die Gleichungen § 3, (15), (14) fiir die 


mittlere Kriimmung, wie es sein muf 
1 1 
h= R, + ree 0, 


und fir das Krimmungsma8 
1 a 


(20) ‘>> Gwe Oy, 
Es ist also 
(21) Ree he eee (Fu) Oo. 


Bemerkung 2. Ein Vergleich von (16) mit § 7, (16) lehrt, 
daB die Parameter wu, v auch fiir die Bildkugel die Parameter 
der Minimallinien sind, d. h. den Minimallinien der Flache ent- 
sprechen die Minimallinien der Bildkugel, es ist daher das sphi- 

‘rische Bild einer Minimalflaiche dem Urbild konform 
(vgl. § 22, Satz 4). Ubrigens folgt dies auch unmittelbar aus 
(14), (146) und (20), da sich so 


(22) dst = —k ds? 


ergibt. Aus (18) und (19) folgt weiter der 

Satz. Auf jeder Minimalfliche erhilt man die 
Asymptoten- und Krimmungslinien durch Quadra- 
turen. 


§ 25. Spezielle Minimalflichen. 


Wir behandeln die 


Aufgabe 1. Alle Minimalflichen zu bestimmen, 
die auf Rotationsflichen abwickelbar sind. 

Die Aufgabe ist also, die Funktion F(#) und die kon- 
jugierte D(v) so zu bestimmen, da’ die Formeln § 24, (10). 
eine auf eine Rotationsfliche abwickelbare Fliche darstellen. 
Zu diesem Zwecke beachten wir, da’ jede Rotationsfliche 
lings der Parallelkreise in sich verschiebbar ist und daher 
jede Flache, die auf eine solche abwickelbar ist, lings der 
Kurven C, die den Parallelkreisen entsprechen, ebenfalls in 
sich verschoben werden kann. Es seien nun P(w,v) und 
P’(u’,v’) zwei Punkte einer solchen Kurve C, so mu nach 
§ 11 das Linienelement und das Kriimmungsmaf in P gleich 
dem Linienelement bezw. KriimmungsmaS in P” sein; wir 
haben daher nach § 24, (14) und (20) : 
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(1) Q+u0)? Flu) ®(v) dudv=(1+w'v’? Fu’) Biv’) dw’ dv’, 
(2) (1+ wv)4 F(u) O(v) = (14+ wv’) Fw’) Dv’) 
und durch Division yon (1) und (2) 
3 Adudv 4 du’ dv’ 
®) (-fuoe A tu'oP 
Hieraus folgt nach § 24, (16), daB das sphirische Bild 
von P mit dem von JP” symmetrisch oder kongruent ist. 
Symmetrie ist aber ausgeschlossen, da sonst das sphirische 
Bild von P durch stetige Bewegung nicht in das yon P” 
tibergefiihrt werden kénnte. Die beiden Kugelbilder sind 
demnach kongruent und kénnen daher durch Drehung um 
eine bestimmte Achse zur Deckung gebracht werden. Wir 
orientieren nun die Minimalfliche zur Bildkugel so, dab jene 
Drehachse die Z-Achse wird. Die Normale in P muB also 


gegen die Z-Achse dieselbe Neigung haben wie die in P’. 
Ks ist also c=c’ und daher nach § 24, (15) 


(4) wv=w'v’. 


Aus (2) und (4) folgt, da8 die Funktion F'(w)- &(v) 
ihren Wert nicht andern darf, wenn w-v konstant bleibt, 
d. h. F(w)- @(v) ist reine Funktion von uw-v; bezeichnen 
wir diese mit y, so erhalten wir die Funktionalgleichung 


(5) F(u)- Pv”) =p(u-r). 

Nimmt man hier beiderseits den Logarithmus und diffe- 
renziert partiell zuerst nach w und dann nach v, so folgt 
6 Uk’(u) vO). 

(6) —— Fw) PD(v) 

Da in (6) die linke Seite nur von w, die rechte nur 
von v abhingt, so sind die beiden Seiten gleich einer Kon- 
stanten m. Es ist also wu F’(u): F'(u)=v D’ (v): B(v) =m, 
oder integriert 
(7) F(u)= Au", D(v)= Bo", 


wobei A und B Integrationskonstanten sind. Fir eine reelle 
Flaiche muf v zu w konjugiert imaginir sein und ebenso ® 
die zu # konjugierte Funktion, (vgl. § 24); m ist daher eine 
reelle, B die zu A konjugierte Konstante. 


g* 
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Es folgt so der 
Satz 1. Die allgemeinste auf eine Rotations- 
fliche abwickelbare Minimalflache erhalt man, wenn 
in den Formeln von Weierstrab, § 24, (11), fiir F(w) 
die Funktion 
F(u)=Au” 


gesetzt wird, wobei m eine reelle, A eine komplexe 
Konstante bedeutet. 


Bemerkung. Die Kurven C, die den Parallelkreisen der 
Rotationsfliche entsprechen, waren die Kurven uwv=konst. Man 


zeigt leicht, daB die Kurven ~ = konst. der Minimalfliche den 


Meridianen entsprechen. 


Wir behandeln weiter die 

Aufgabe 2. Alle Schraubenflichen, die zugleich 
Minimalflachen sind, zu finden. 

Da nach § 12, Satz 3 die Schraubenfliichen auf Rota- 
tionsflichen abwickelbar sind, so sind die Minimalschrauben- 
flachen in den in der Aufgabe 1 behandelten Flichen ent- 
halten. Weiter sind nach § 20, Aufgabe 14, auf einer 
Schraubenfliche die Kurven konstanten Kriimmungsmafes 
Schraubenlinien. Die Kurven wv = konst. sind daher nach (5) 
und § 24, (20) Schraubenlinien oder die Tangenten einer dieser 
Kurven haben gegen die Z-Achse eine konstante Neigung. 


Es mu8 also fiir die Kurven wv =konst. Bh konstant sein 


ds 
[vg]. Bd. I, § 2, (5)]. Mit (7) erhalt man aber aus § 24, (10) 
und (14) 


de Au™* du+ Bo™™' dv 
ds (1+uv\[AB(wo” dudv 


Hier muB die rechte Seite, wenn w= gesetzt wird 


(c eine Konstante), einen konstanten Wert geben, woraus 
durch eine leichte Rechnung folgt 


m= — 2 
und der 


Satz 2. Setzt manin den Formeln von Weierstrah 
F(u)=Au~™, 
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wo A eine komplexe Konstante ist, so erhilt man 
simtliche Minimalschraubenflichen. 
Nach § 24, (11) erhilt man nun als Gleichungen 


dieser Minimalschraubenflichen mit F'(w)=—Au * 


1 
p= RA(> +4), 
(8) y=RAi(>— u), 
U 
2=R2Aleuw, 


wobei noch z mit — z vertauscht ist. Fiir das Linienelement 
folgt nach § 24, (14) 
(9) ds? =(1+- wv)? A Ay (uv) *dudv, 
wo A, die zu A konjugierte Konstante ist. Man sieht aus 
(9), daB alle Minimalschraubenflichen, fiir die ) AA, den- 
selben Wert besitzt, aufeinander abwickelbar sind. Es 
existiert also eine ganze Gattung von Flachen, die stetig 
verbogen werden kénnen und dabei stets Schraubenflichen 
und Minimalflichen sind. Diese hat zuerst Scherk angegeben. 
Es sind dieselben, die wir schon in § 12, (25) erhalten haben. 
Um nnn in (8) das Reelle vom Imaginiiren zu trennen, 
setzen wir 

u=re'?, A=ae", 


worauf folgt 
2 = ar cos(p-+-a)-+ar * cos (p~—a), 
(10) y = ar sin (p +a) + ar‘ sin(p—a), 


2=2acosalgr—2aqgsina. 


Die Koordinaten x, y, z der Minimalschraubenflichen 
sind durch (10) als Funktionen der beiden reellen Para- 
meter r und @ dargestellt, a und a sind reelle Konstanten. 
Viir das Linienelement folgt in den neuen Parametern aus 
(adatw== re -%, Acne. ‘ist, 

(11) ds? =a? (1+r—?)? (dr? +r? dq?). 

Die Form des Linienelements (11) zeigt in der Tat, 
da8 die Flachen (10) auf Rotationsflichen abwickelbar sind; 
denn ersetzt man a?(1-+7—?)?dr? durch dr?, so ist 7 reine 
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Funktion von 7,, und (11) zeigt nach § 6, (14), dai die 
zagehirige Flache auf eine Rotationsfliche abwickelbar ist. 
Laft man in (10) a konstant, wihrend a sich dndert, so 
erhilt man die oben genannten Minimalschraubenflichen, 
die alle aufeinander abwickelbar sind. Wir setzen in (10) 


erstens a0 
und erhalten 


en ee 
(2) aap al ve ) 
Dies ist die Rotationsfliche, die erhalten wird, wenn 


£ z 


die Kettenlinie his fore 2) um die ZAchse rotiert, 
also das Katenoid [vgl. § 12, (22)]. Es ist die einzige 
Rotationsminimalfliche (Schraubenfliche mit der Ganghdhe 
Null). Wir setzen in (10) 


. 1 
zweitens a aes i 


worauf folgt 


(13) s—2aaretg 


Dies ist die Wendelfliche (vgl. § 12); die Wendel- 
flache ist auf das Katenoid abwickelbar. 


§ 26. Assoziierte und adjungierte Minimalflachen. 


In § 25 hat sich ergeben, daf die Minimalschrauben- 
flichen stetig so verbogen werden kénnen, da8 sie stets 
Minimalflichen bleiben. Bonnet hat nun die interessante 
Frage gestellt, ob nicht jede Minimalfliche einer stetigen 
Biegung unterworfen werden kann, wobei sie stets eine 
Minimalfiiche bleibt. Dies ist in der Tat der Fall. 

Um dies zu beweisen, denken wir uns eine Minimal- 
fliche A mit dem Linienelement 


(1) ds? = (1 + uv)? F(u) ®(v) du dv, 
s. § 24, (14). Wir suchen nun simtliche Minimalflachen, 


denen dasselbe Linienelement (1) zuakommt. Eine dieser sei 4’. 
Fiir das Linienelement des spharischen Bildes von A haben wir 


nach § 24, (22) ds) =—kds’, analog fiir A’ds{?=—# ds”. 
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Da nun fiir entsprechende Punkte von A und A’ ds’ = ds” 
und k=F ist, so folgt 


(2) ds, = ds¢", 


oder in Worten: Bildet man entsprechende Partieen von 
A und A’ auf die Kugel ab, so sind die Kugelbilder ent- 
weder kongruent oder symmetrisch. Das Letztere ist aber 
ausgeschlossen, da wir angenommen haben, daf A’ durch 
stetige Biegung aus A hervorgeht. Die Kugelbilder sind 
also kongruent, und A’ kann gegen A so orientiert werden, 
daB sich die spharischen Bilder entsprechender Teile von 
A und A’ decken. Jedem Kugelpunkt (wu, v) entspricht daher 
ein Punkt yon A und JA’ und diese beiden Punkte kommen 
bei der Abwicklung von A’ auf A zur Deckung. Also 

Satz 1. Sind zwei Minimalflichen A und JA’ auf- 
einander abwickelbar, so kénnen sie im Raum so 
gegeneinander orientiert werden, daf die Flichen- 
normalen in entsprechenden Punkten parallel sind. 

Es mégen nun in den Formeln yon Weierstraf 
§ 24, (10) f(w) und ihre konjugierte y(v) die Funktionen sein, 
die A’ erzeugen, dann haben wir fiir das Linienelement von A’ 


(3) ds” = (1+ wv)’ f(u) p(v) du dv. 
Da aber ds=ds’ ist, so folgt aus (1) und (3) 
Fu) Pv) =f) pe). 

Ist a eine zunachst noch unbestimmte Hilfsgréfe, so 
kann die letzte Gleichung durch folgende zwei ersetzt werden 
fu) = &* Fw), 
pv) =e ** Div). 

Nach der ersten dieser Gleichungen ist a Funktion nur 
von #, nach der zweiten Funktion nur von ¥v; a ist also 
eine Konstante und zwar eine reelle, da » die zu f kon- 
jugierte Funktion ist, ebenso © die zu F' konjugierte. Wir 
haben also den 

Satz 2. Die allgemeinste Minimalflaiche, die 
durch stetige Biegung aus einer gegebenen hervor- 
geht, erhalt man, wenn die Funktion F(w) in den 
Formeln yon Weierstra8 durch e* F(u) und ®(v) durch 
e—'* Div) ersetzt wird, wobei a eine reelle Konstante 
ist (Bonnet). 
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Durchliuft a alle méglichen Werte, so erhilt man also 
aus einer gegebenen Minimalfliche durch stetige Biegung oo! 
andere Minimalfliichen. Diese Flichen heifen assoziierte 
Minimalflichen. Die Schraubenminimalflichen in § 25 
sind in diesem Sinne assoziierte Minimalflichen. Die beiden 


: ; 2 n 
Flichen insbesondere, die dem Werte a=0 und a= 5) 


entsprechen, heifen adjungierte Flichen. Das Katenoid 
und die Wendelfliiche sind adjungierte Flachen (§ 25). 

Die Konstante a hat eine einfache geometrische Be- 
deutung: Es seien 2, y, ¢ die Koordinaten eines Punktes 
der Fliiche A, die der Funktion F'(w) entspricht, 2, Ya, 2a 
die Koordinaten des zugeordneten Punktes der zu A asso- 
ziierten Fliche A (entsprechend der Funktion e'* F(w)), so 
erhalt man fiir den Winkel 3 zweier entsprechender Linien- 
elemente ds und ds, nach Bd. I, § 15, (14) 


dxdiq+dydy,+dzedz, e'*-++-e—* 
ds ds. 2 


d.h. =a. Die Konstante a bedeutet daher den 
Winkel zwischen zwei entsprechenden Linienele- 
menten von 4 und A’. Fiir zwei adjungierte Flichen 
stehen also zwei entsprechende Linienelemente auf- 
einander senkrecht. 


Benutzt man statt der Formeln § 24, (10) die Formeln (4) 
desselben Paragraphen, so hat man fiir die Fliche 4A 


(4) “=U,+V, y=U,+V, 2=U,+9, 
und fiir eine beliebige zu A assoziierte A’ 


6) MTEC, yemeT tee, 
a a ete U; a. e—te ¥; . 


cos 3 = 


= cosa, 


Fir a =5 erhilt man aus (5) die zu A adjungierte A, 


(6) w=t(U,— Vy), Yo=t(Ug-—Ve), % =t(U3 — Vp). 
Mit Hilfe von (4) und (6) kann man die Gleichungen (5) 
nun in der Form 
(7) La = xLcosa+ 2X sina, Ya =¥ C084 + Yo Sina, 
2a =2C0Sa-+ & sina 
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schreiben. Die Formeln (7) gestatten eine interessante 
Frage zu beantworten. Man lasse in (7) a alle moglichen 
Werte annehmen, worauf man die ganze Schar assoziierter 
Flachen erhilt: auf jeder dieser entspricht einem Werte- 
paare (uv, v) ein ganz bestimmter Punkt: gesucht ist die 
Kurve, die diese Punkte im Raume bilden. Man hat zu 
diesem Zwecke in (7) wu, v als konstant, a dagegen als ver- 
anderlich anzusehen. Man sieht so unmittelbar, dab der 
Punkt (%, Ya 2.) eine Ellipse beschreibt. 


Anmerkung. Aus den Formeln (4) und (6) folgt, daB man 
zu einer Minimalfliche, die F(u) entspricht, die adjungierte erhilt, 
wenn man in den Formeln § 24, (11) statt des reellen Teils den 
mit i multiplizierten Teil nimmt. 


SchluBbemerkung zu den Minimalflachen. 


In dem geschichtlichen Uberblick in § 23 wurde gesagt, 
da die Theorie der Minimalflachen ihren Ausgang genommen 
hat von der Aufgabe,-dureh eine geschlossene Raumkurve 
eine Flaiche zu legen, so daf der eingeschlossene Flichen- 
raum ein Minimum wird. Die Aufgabe, bei gegebener 
Raumkurve die zugehérige Minimalfliche zu finden, heibt 
das Plateausche Problem. In § 23 wurde der physikalischen 
Darstellung der Flaiche mittelst Seifenldsung gedacht. So 
einfach dies ist, so schwierig ist die analytische Lésung. 
Nur in wenigen Fallen kennt man diese. Es wiirde tiber 
den Rahmen dieses Buches greifen, niher auf diese Frage 
einzugehen. Wir verweisen daher in dieser Beziehung, sowie 
auch, was die sogenannten Formeln von Schwarz betrifft, 
auf Darboux oder Bianchi, wo der Leser auch die zu- 
gehorige Literatur leicht finden wird. 


3. Die Flichen von konstantem 
KriimmungsmaB. 


§ 27. Allgemeines tiber Flichen von konstantem 
Kriimmungsmas. 
Nach den Minimalflichen des vorigen Abschnittes wihlen 


wir als zweites Beispiel fiir die W-Flachen die Flachen von 
konstantem Kriimmungsmafi: Diese sind durch die Gleichung 
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u 1 
@) RR, FP 


definiert, wo R eine Konstante bedeutet. Je nachdem R 
reell, unendlich oder rein imaginir ist (also von der Form 7), 
haben die entsprechenden Flichen in allen ihren Punkten 
konstantes positives KrimmungsmaB, oder das 
Krimmungsmafs Null oder konstantes negatives 
Kriimmungsmas. Diese drei Gattungen von Flachen 
sind namentlich auch wegen ihres Zusammenhanges mit der 
sog. nicht-euklidischen Geometrie (s. unten § 30) von be- 
sonderem Interesse. 

Zunachst zeigen wir, dab jeder der drei Gattungen 
eine bestimmte Form des Linienelementes ent- 
spricht. Zu diesem Zwecke wahlen wir als Parameter- 
kurven v = konst. die geoditischen Linien durch einen be- 
liebigen Punkt der Flache (Pol), als Parameterkurven « = konst. 
ihre Orthogonaltrajektorien (geoditische Parallelen). Das 
Linienelement jeder Flache, bezogen auf diese Parameter- 
kurven, lautet dann nach § 13, (5) 


(2) ds?=dw?+Gdv?, 

wo auferdem nach § 13, (6) 

(3) tim 20, tole eae 
u=0 u=0 Ou 

ist. 


Fir das Kriimmungsmaf8 & erhilt man nach § 11, (13) 


1 1 eye 
rae TG dur 


(4) ki 


Aus dieser Gleichung nun folgt durch Integration 
VG ee Act i Re BA 

wo A, B zunichst noch willkiirliche Funktionen von v allein 

sind: diese aber miissen wegen (3) den Gleichungen 


ASB= 0; A—B=* 


gentigen, aus denen folgt 
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(5) yo—n(eh—e™ |r sin 


Wir erbalten nun aus (2) und (5) 
1) Fir die Flichen yon konstantem positivem 
Kriimmungsma8 (Rreell = 7) 


(6) ds? = du? +- r? sin? “dv?; k= a 
r r 


2) Fir die Flaichen von konstantem Kriimmungs- 
maf Null (abwickelbare Flaichen, R =o), 


(7) ds? = du? + u?dv?; k=0. 

3) Fir die Flachen von konstantem negativem 
Kiimmungsma8 (# rein imaginir = 17) 

2 = a eres 

(8) eae i ney | ase 

Da also das Linienelement jeder Fliche von konstantem 
Kriimmungsma8 sich auf eine der Formen (6)—(8) bringen 
laBt, so folgt der 

Satz 1. Alle Flaichen, die dasselbe konstante 
Krimmungsma8 besitzen, lassen sich aufeinander 
und auf sich selbst abwickeln und zwar auf drei- 
fach unendlich viele Weisen. 

Das letztere bedarf noch eines Beweises. Seien F’ und 
J, zwei Flachen der genannten Art, so kann auf JF’ als 
Pol des geodiitischen Polarkoordinatensystems ein beliebiger 
Punkt A, auf F, ein beliebiger Punkt A, gewihlt werden. 
Wegen der Gleichheit der Linienelemente kann nun F’ auf 
F, abgewickelt werden, so daf A und <A, sich decken. 
Der Punkt A von /' kann also mit zweifach unendlich vielen 
Punkten von F zur Deckung kommen. Da weiter in (2) 
statt v auch v-+-a, wo a eine beliebige Konstante ist, gesetzt 
werden kann, ohne daf die Form des Linienelementes sich 
andert, so kann man auch die eine Flache tiber der anderen 
um den gemeinsamen Punkt AA, drehen. Damit ist ge- 
zeigt, dali die Abwicklung in der Tat auf dreifach unendlich 
viele Arten méglich ist. 

Nach dem Satz, den wir soeben bewiesen, kann daher 
jede Figur auf einer solchen Flache in der Fliche verschoben 
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werden, wie eine ebene Figur in der Ebene, ohne daf die 
Liaingen und Winkel sich dndern. Bei einer Fliche von 
konstantem Kriimmungsma8 kann man also mit demselben 
Recht von einer Geometrie auf der Flache sprechen wie 
von einer Geometrie der Ebene oder der Kugel. In der 
Tat sind ja die beiden letzteren ebenfalls Flichen yon kon- 
stantem Kriimmungsma8. Wir kommen hierauf weiter unten 
in § 29 noch einmal zuriick. 


§ 28. Die Pseudosphire. 


Wir bestimmen nunmehr die einfachsten Flaichen von 
konstantem Kriimmungsmaf.. Zundchst bemerken wir, daf 
nach § 27, (6)—(8) G reine Funktion von w ist: es folgt 
somit nach § 6, (14) der 

Satzl. AlleFlaichen vonkonstantemKrimmungs- 
maf sind auf Rotationsflichen abwickelbar. 

Es geniigt daher, fiir die drei Faille die einfachsten 
Rotationsflichen anzugeben, worauf die allgemeinsten 
Filachen aus diesen durch Biegung hervorgehen. 

1) Die einfachste Flache von konstantem posi- 
tivem Kriimmungsmas ist die Kugel. In der Tat er- 
halt das Linienelement der Kugel mit dem Radius r die 
Form § 27, (6), wenn auf der Kugel w das Komplement 
der geographischen Breite, v die geographische Linge bedeutet. 
Da alle Flichen yon konstantem positivem Kriimmungsmaf 
auf die Kugel abwickelbar sind, so ist die Geometrie auf 
diesen Flaichen identisch mit der Kugelgeometrie. 

2) Die einfachste Fliche von konstantem 
Krimmungsma8 Null ist dieEbene. Bedeuten u,v Polar- 
koordinaten in der Ebene, so hat das Linienelement der 
Ebene in der Tat die Form § 27, (7). Die Geometrie 
auf allen Flachen von konstantem Krimmungsmaf Null ist 
identisch mit der ebenen (euklidischen) Geometrie. 

3) Es bleiben also nur noch die Flachen von kon- 


j ‘ 4 ‘ 
stantem negativem Kriimmungsmai ~— — zuerledigen. 
r 


Um die Rotationsflichen zu finden, sei I” die Meridian- 
kurve einer dieser in der XZ-Ebene. Ist in Fig. 29 M der 
Kriimmungsmittelpunkt von I’ fiir den Punkt P, so ist nach 
§ 6, Satz 4, PM=o der eine Hauptkriimmungshalbmesser 
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der zu I gehérigen Rotationsfliche in P, der andere Haupt- 
kriimmungshalbmesser in P ist das Stiick PQ der Kurven- 
Normalen in P bis zur Z-Achse. Es ist also 

(1) PQ-PM=—?r°. 


Bezeichnet man mit rt den Neigungswinkel der Meridian- 
tangente in P gegen die X-Achse, so ist dx der Kontingenz- 
winkel in P fir J’ und daher [vergl. Bd. I, § 3, (7)] 


(2) ds = godt. 


Fig. 29. 


Weiter ergibt sich aus dem Dreieck PSQ, wo PS=x 


> Mo a ds 
ist, PQ ae und daher nach (1) und (2) ar Pam —r? 
du, 
oder, da Cee banc ist [vgl. Bd. I, § 2, (5)], 
2 
(3) wde——" sin 2rd. 


Hieraus erhalt man durch Integration, wenn C eine 
willkirliche Konstante bedeutet, 


222+ C=r? cos 2r 
oder auch 
1—cos2t 7?—22?—C 
Seues = S 
(4) sad Ll+ecos2t 7°12%°?+C 
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Setzt man noch r? — C=20?, wo jetzt b? die willkiir- 


liche Konstante ist und beachtet, dai ter ist, so folgt 
aus (4) Siig ees is 
b2 a. 2 
(5) ne v2 +? — b? be, 
Dies ist die Gleichung der Meridiankurve J. Da 0? 


willkiirlich ist, so erhalt man unendlich viele Meridian- 
kurven und damit unendlich viele Rotationsflachen yon kon- 


; ; 1 ra a 
stantem negativem Kriimmungsma} = me Es geniigt, die 


2 


einfachste von diesen zu nehmen. Die Integration von (5), 
die im allgemeinen auf elliptische Integrale fihrt, wird fir 
den Fall 6?=r? ausfihrbar. Setzt man unter dieser Vor- 
aussetzung #=rsing, so folgt aus (5) leicht 


(6) L=rsing, e=r{leteS + cos }. 


Durch diese Gleichungen sind 2 und ¢ als Funktionen 
des Parameters py definiert, sie stellen daher die Glei- 
chungen der Meridiankurve in der XZ-Ebene dar. 
Diese Kurve heift die Traktrix; sie 
ist symmetrisch zur X-Achse, hat die 
Z-Achse zur Asymptote und im 
Punkte (c=r, z=0) eine Spitze. 
Man zeigt auBerdem leicht, dai das 
Stiick der Tangente zwischen Be- 
rihrungspunkt und Asymptote kon- 
stant=r, und daf der Ort ihrer 
Kriimmungsmittelpunkte eine Ketten- 
linie ist (vgl. § 20, Aufg. 24). 
. Die Rotationsflache der 

og ae: Traktrix heigt Pseudosphare 
(s. Fig. 30). Man hat daher den 

Satz 2. Die einfachste Fliche von konstantem 
negativem Krimmungsmaf ist die Pseudosphiare. 
Die Geometrie aller Flichen von konstantem nega- 
tivem Krimmungsma8 ist identisch mit der Geo- 
metrie auf der Pseudosphire. 

Man nennt daher wohl auch diese ganze Gattung von 
Flachen pseudospharische Flaichen. 
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§ 29. Die Trigonometrie auf den Flichen von 
konstantem Kriimmungsmab. 


Wir ziehen nun auf der Flache drei geodiitische Linien, 
welche sich in den Punkten ABC schneiden mégen und 
suchen die Beziehungen zwischen den Seiten und Winkeln 
eines solchen geoditischen Dreiecks (s. Fig. 31). 


v-v 
Fig. 31. 


Als Parameterkurven v=konst. wihlen wir, wie in 
§ 27, die geoditischen Linien durch den Punkt A (Pol), 
und zwar mdge die geodatische Linie 4B dem Werte v=—0 
entsprechen, die Linie AC dem Werte v=. Die Ortho- 
gonaltrajektorien der geoditischen Linien durch A seien die 
Kurven «= konst., wo u den Bogen der geodatischen Linien 
durch A, von A aus gemessen, bedeute. Speziell sei AB=u,, 
AC=w. Nach § 27, (2) und (5) hatten wir fiir das Linien- 


element einer Flache von konstantem Kriimmungsmai = R 


(1) ds? = du? + Gdv?, G= Risin? =, 
wo die Konstante & entsprechend den drei Fallen reell, rein 
imagindr oder unendlich grof ist. Ist # der Winkel in 


einem Punkt P von BC (s. Fig. 31), den BC mit der 
durch P gehenden Parameterlinie v—konst. (AP) bildet, 
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so lautet die Differentialgleichung der geodiatischen 
Linie BC nach § 14, (7) wegen E=1 


(2) pol VG a, 


(dort mit #, bezeichnt); auBerdem ist nach § 14, (2) und (1) 
dieses Paragraphen 


(3) tei Ve 


ant 
Eliminiert man aus (2) und (3) dv und integriert, so 
folgt, wenn e eine Integrationskonstante ist, 


(4) /G sind =e. 

Hat # fiir den Punkt B und C beziiglich die Werte 
3, und 3, so ist nach (1) und (4) 
(5) Resin 5, sin 9; = Rsin 5 


Eliminiert man weiter aus (1), (3) und (4) & und dv, 
so erhalt man fiir den Bogen s von BC 


tg 
ee 
(6) [aes du. 


1 


sin 3}, =e. 


Setzt man hier den Wert von G aus (1) ein und inte- 
griert, so folgt 


ls 
R? sin? = — 
s : R é 
= =are sin are sin 
fi di? — @ 


oder mit Hilfe von (5) 


Resin cos 0, Rsin “cos O, 
s ‘ R : R 
(7) ==arcsin are sin ——————_- 
R io yn jR—@ 
Setzt man nun 
ee F 
Rsin R cos Jy Resin * cos J, 
(8) sin @ =——_————_,__ sinyw= 


/R? —e /R?—e se 
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so folgt hieraus und aus (5) 


Reos Reos + 
(9) cos ES cos Betlamasea 
R2—e2 ? )R?—e& 
und es ist nach (7) 
cae a es 


Fir diese Gleichung nun bilde man cos = und sin 


R R 
und benutze die ara nee (8) und sits es folgt so 


Uy u 
R? cos + cos + R2sin— sin “2 cos d, cos dy 


pega: OR R R 
Sa Re f 
Fe ain coed, — Rein con cos 
R cos 5 sin 5 cos 3, — R? sin 5 cos 7 cos, 
ay tn Ri—e 


OE Saaaa man nun die erste dieser Gleichungen mit 


u 
cos 7 die zweite mit sin cos 3, und dann weiter die 


R 


Ug 
erste mit sin 5 cos #,, die zweite mit — cos Fund addiert 
in beiden Fallen, so at eine leichte Rechnung mit Benutzung 
ieee cos —cos 2 cos— at sin? sin > cos, 
~R R 


R R 


sin} cos 3, = incon cos 3, — cos at sin . 

Bezeichnet man die Seiten des geoditischen Dreiecks 
ABC wit a,b,c, die Winkel mit a, 6, y, so erhilt man aus 
(5) und den beiden letzten Gleichungen die Grundformeln 
der Trigonometrie auf den Flaichen von konstantem 
Krimmungsmas 


pete Gs ee : 
sin + sin fp =sin Rn (Sinusformel), 


¢ a 1b a b 
(10) COST, = COS FH COS + sin R sin Rosy (Kosinusformel), 


ein cos B = sin aan oe se 
a gate PI Ree 


Kommerell, Theorie der Raumkurven. II, 10 
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Da jede der Ecken ABC als Pol betrachtet werden 
kann, so kénnen hier noch abc und a, f,y entsprechend 
cyklisch vertauscht werden. 

Der Unterschied fiir die drei Gattungen von Flachen 
von konstantem Kriimmungsma8 ist nun folgender: 

1) Fir die Flichen von konstantem positivem 
Kriimmungsma8 ist R in (10) reell. Da auf der Kugel 
die GroBkreise geoditische Linien sind, so gelten die Formeln 
(10) auch fiir ein sphirisches Dreieck. In der Tat sind 
die Formeln (10) fir R=1 identisch mit den Grund- 
formeln der sphirischen Trigonometrie. 

2) Fir die Flachen von konstantem negativem 
KrimmungsmaB ist R rein imaginér=ri, wo r reell ist. 
Die Formeln (10) erhalten in diesem Falle reelle Gestalt 
durch Einfiihren der Hyperbelfunktionen, indem man setzt 


isin == 5 = Sh= (Sinus hyperbolicus) , 
(11) aH ee 
Oe Oe (Goanns hee 
ri Ch, (Cosinus hyperbo cus). 


3) Fir die Flachen von konstantem Krimmungs- 
maf Null (Ebene) gelten streng genommen die obigen Ent- 
wicklungen nicht, da Roo ist. Behandelt man indessen 
diesen Fall genau wie oben fiir sich, so erhailt man Formeln, 
die aus (10) fiir Roo hervorgehen. Die Formeln (10) 
gelten somit fiir alle drei Fille. In der Tat erhalt man aus 
(10) fiir lim R=oo die Formeln der ebenen Trigono- 
metrie. 


Satze tiber die Winkelsumme eines Dreiecks. 


Wie in der sphiarischen Trigonometrie, so leitet man 
aus (10) leicht die Formel 


cos a= — cos B cos y + sin B sin y eos 5 
oder 
(12) cos (7—a) = cos f cos y — sin f sin y cos % 


ab. Hieraus schlieBen wir: 
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1) Fir die Ebene und die Flachen von konstantem 
Krimmungsmaf Null, fiir die Roo ist, erhailt man 


cos (t — a) = cos (f+ »). 

Aus dieser Gleichung und den analogen, durch cyklische 

Vertauschung hieraus hervorgehenden Gleichungen folgt 
a+pty=a 

und daher der 

Satz 1. In der Ebene und auf den abwickelbaren 
Flachen ist die Winkelsumme in einem geoditischen 
Dreieck gleich zwei Rechten. 

2) Fir die Kugel und fiir die Flichen von konstantem 
positivem Kriimmungsmal, fiir die R reell ist, erhalt man, 


<1 ist, aus (12) 

cos (7% — a) > cos (6 + y) 
und hieraus, sowie aus den analogen Ungleichungen 
a B+ y>n. 


Satz 2. Auf der Kugel und auf den Flachen von 
konstantem positivem KriimmungsmaS ist die Winkel- 
summe in einem geoditischen Dreieck gréfer als 
zwei Rechte. 

3) Fir die Pseudosphire und die Flaichen von 
konstantem negativem Kriimmungsmaf ist R rein 


da cos 


imaginar = ri und daher cos < >1, wie sich aus der Reihen- 
entwicklung ergibt. Man hat somit nach (12) 


cos (7 — a) < cos (f+ 7) 
und die analogen Ungleichungen. Es folgt 


atBpB+y<a 
und der 


Satz 3. Auf der Pseudosphire und auf den 
Flachen von konstantem negativem Krimmungsmaf 
ist die Winkelsumme in einem geoditischen Dreieck 
kleiner als zwei Rechte. 

Man vergleiche auch in Beziehung auf Satz 1—3 § 14 
SchluB. 


LOE 
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§ 30. Siitze tiber Parallelen. Nichteuklidische 
Geometrie. 


Wir untersuchen noch das Verhalten geodatischer Linien 
im Unendlichen oder die Frage der Parallelen. Zu diesem 
Zwecke denken wir uns auf einer Flache von konstantem 
Kriimmungsma8 einen Punkt C (s. Fig. 32) und eine geo- 
ditische Linie J’ und suchen die geoditischen Linien durch 
C, die die I” erst im Unendlichen schneiden (Parallelen zu I”). 

Mit Hilfe von § 29, (10) tiberzeugt man sich leicht, 
da es auf J’ einen Punkt A gibt derart, dai die geoditische 


Fig. 32. 


Linie C/A die I" rechtwinklig schneidet. Ist B ein beliebiger 
anderer Punkt von I; so gilt fiir das bei A rechtwinklige 
geoditische Dreieck ABC die Gleichung 


b 10 
(1) ‘gp —te7 sin) 


die man ohne Miihe aus § 29, (10) ableitet (vgl. auch die 
Formeln fiir die sphirische Trigonometrie). 

Fir die Pseudosphare ist nun R=ri und nach (1) 
und § 29, (11) daher 


e bea Sy ed pseid 
Cia0 6 es 

pt ged ie Aba ee 
eae! 


La8t man nun den Punkt B auf J’ immer weiter von 
A sich entfernen, so erhalt man schlieBlich fiir c= +00 aus 
der letzten Gleichung leicht 


(2) ete = +e c 


Man erhilt aus dieser Gleichung fir y zwei Werte y, 
und 22 —y,(=—y,). Diejenigen beiden von CO ausgehenden 
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geodatischen Linien, die mit CA den Winkel y, bezw. — y, 
bilden, schneiden daher die J” erst im Unendlichen. Nennt 
man den Winkel y, den Parallelitiitswinkel, so folgt der 
Satz 1. Durch einen Punkt C einer pseudo- 
spharischen Fliche gibt es zwei verschiedene 
geodatische Linien, die mit einer gegebenen geo- 
datischen Linie J’ parallel sind. Der Parallelitiats- 
winkel y, hingt nach (2) von dem senkrechten geo- 
datischen Abstand 6 des Punktes C von I’ ab. 


Aus (2) folgt, da8 y, sich um so mehr > nihert, je 


kleiner } ist, d. h. riickt C gegen A, so treten die beiden 
Parallelen mehr und mehr in eine zusammen. 

Analog beweist man den ~ 

Satz 2. Auf den abwickelbaren Flichen (Ebene) 
gibt es zu einer gegebenen geoditischen Linie durch 
einen gegebenen Punkt nur eine, auf den Flachen 
von konstantem positivem Kriimmungsmaf (Kugel) 
keine Parallele. 

Die Geometrie auf den Flachen von konstantem Kriim- 
mungsmaf} ist noch von besonderem Interesse geworden, seit 
Beltrami einen innigen Zusammenhang dieser Geometrie 
mit der sog. nicht-euklidischen Geometrie aufgedeckt 
hat. Die folgenden Zeilen mégen dies zum Schluf niher 
darlegen. 

Schon linger hat man erkannt, daB die Geometrie, wie 
sie Euklid darstellt, nicht notwendig diejenige ist, die im 
Raume Giiltigkeit hat. La8t man namlich das Postulat XII 
im ersten Buche von Euklid beziiglich der Parallelen fallen 
und fait die Gerade als die kiirzeste Verbindungslinie zwischen 
zwei Punkten auf, so gibt es, wie Gau8, Bolyai und 
Lobatschewsky gezeigt haben, drei verschiedene Systeme 
von Geometrien. In dem einen von diesen ist die Winkel- 
summe eines Dreiecks gleich zwei Rechten — dies ist die 
von Kuklid durchgefiihrte Geometrie. In der zweiten Art 
von Geometrie ist die Winkelsumme gréfSer, bei der dritten 
kleiner als zwei Rechte. Die trigonometrischen Formeln, 
die man bei diesen drei Systemen erhilt, sind genau die 
Formeln § 29, (10). Damit ist klar, daB diese drei Arten 
von Geometrien vollkommen mit den Geometrien auf den 
Flichen von konstantem Kriimmungsma8 itibereinstimmen. 
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Welches von den drei Systemen nun im Raum tatsachlich 
gilt, muf die Erfahrung entscheiden. Man miiSte moglichst 
groBe Dreiecke nehmen und die Winkelsumme dieser unter- 
suchen. Dies erscheint indes unméglich, da der unserer 
Erfahrung und Messung zu Gebot stehende Raum viel zu 
klein ist. Fiir den uns zuginglichen Teil des Raumes kann 
man sagen, daf bis jetzt das System von Euklid mit den 
Tatsachen in vollkommenem Einklang steht. Doch steht 
nichts im Wege, zur Berechnung eines gewohnlichen Raum- 
dreiecks die Formeln § 29, (10) zu nehmen, wobei F# eine 
sehr grofe reelle oder rein imaginadre Konstante bedeutet. 

Anmerkung. Schwarzschild hat gezeigt, dafB die 
Formeln § 29, (10) fiir den uns umgebenden Raum benutzt werden 
kénnen, wenn entweder statt der Ebene eine Pseudosphire (R=ir) 
genommen wird, wo r gréfer als 4 Millionen Erdbahnradien, oder 
eine Fliche von konstantem positivem Kriimmungsmag, fiir die R 


gréBer als 100 Millionen Erdbahnradien ist (vgl. Valentiner, 
Handwérterbuch der Astronomie, IV, pag. 126). 


4. Regelflaichen. 


§ 31. Das Linienelement. Allgemeine Higenschaften. 


Erklirung. Eine Regelfliche entsteht durch 
eine stetige Folge von einfach unendlich vielen 
Geraden, diese heiBen die Erzeugenden der Regel- 
flaiche. Je nachdem zwei konsekutive Erzeugende 
stets sich schneiden oder nicht, nennt man die Regel- 
flache abwickelbar (s. Bd. I, § 10, S. 39) oder wind- 
schief (vgl. das einmantlige Hyperboloid). 

Zur analytischen Darstellung einer Regelflache ziehe 
man auf dieser eine beliebige Kurve C (Direktrix), die 
simtliche Erzeugende treffen mége (s. Figur 33). Ist P(a, y, 2) 
ein Punkt der Regelflache, dessen Erzeugende die Direktrix 
im Punkt Q (%,, y,, %) trifft und sind 2, y,, 2 gegebene 
Funktionen des Bogens v der Direktrix und ebenso die 
Richtungskosinus J, m, » von QP, so hat man, wenn noch 


QP=w gesetat wird, als Gleichungen der allgemeinsten 
Regelflache 


(1) L=X+lu, y=y,+mu, 2=%4 nu; 
denn iindert sich hier ~ allein, so durchlauft der Punkt (a, y, 2) 
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die Erzeugende QP; iindern sich dagegen w und v zugleich, 
so durchlaiuft der Punkt (a, y, 2) der Reihe nach alle Er- 
zeugenden, Die Kurven v= konst. sind also die Erzeugenden 
und die Kurve «=O die Direktrix. 

Um zunichst den Ausdruck fiir das Linienelement der 
Flache ds? = da? + dy? + dz? zu bilden, bezeichnen wir durch 


Lm,n 


2.4%) 


Fig. 33. 


Striche tiber den GréfSen ihre Ableitungen nach v und setzen 
zur Abkiirzung 
itm” An” = A 
(2) Vait+m’y{+n’4=B 
: laj+my{+nz{= cos ?. 

Dabei sind A, B, cos } reine Funktionen von v, und & 
bedeutet offenbar den Winkel, unter dem die Erzeugende v 
die Direktrix trifft. AuBerdem ist, da 1, m, n Richtungs- 
kosinus sind und v den Bogen der Direktrix bedeutet, 
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Ptm+tn=1, 
of yf tet =1. 
Aus (1) erhalt man nunmehr fiir das Linienelement 


der Regelflache nach § 1, (7) und (8) 
(4) ds? =dw?+2cosddudv+(Aw+2Bu-+1)dv?. 
Fihrt man hier fiir « durch die Gleichung 


(3) 


U=U,— feos dv 


den neuen Parameter uw, ein, so verschwindet der Koeffizient 
von du, dv, d. h. die Kurven uw, = konst. sind die Orthogonal- 
trajektorien der Erzeugenden v=konst. Man hat daher den 

Satz. Die Orthogonaltrajektorien der Erzeu- 
genden jeder Regelfliche ergeben sich durch eine 
Quadratur. 

Nimmt man eine dieser Orthogonaltrajektorien zur 
Direktrix, so ist fiir diesen Fall d=5. 

Zieht man durch einen beliebigen Raumpunkt die 
Parallelen zu den Flaichenerzeugenden, so erhalt man einen 
Kegel, den sogenannten Leit- oder Richt-Kegel. Aus 
einer um jenen Punkt als Mittelpunkt mit dem Radius =1 
geschlagenen Kugel wird von dem Leitkegel die ,spharische 
Indikatrix“ ausgeschnitten. Wird als die Spitze des Leit- 
kegels der Ursprung genommen, so sind J, m, m die Koor- 
dinaten der spharischen Indikatrix. 

Von Wichtigkeit sind noch folgende Grdfen: der 
Winkel dy, den zwei konsekutive Erzeugende v und 
v-+dv miteinander bilden, ihr Minimalabstand do 
und der Wert von wu im FuSpunkt von do auf der 
Erzeugenden v. 7 

Fir dq erhalt man nach Bd. I, Einleitung (9) 

(5) dy? = dl?+ dm? + dn?; 

dy ist auch das Bogenelement der sphirischen Indikatrix. 
Um die Werte fiir die beiden andern Gré8en zu finden, 
lassen wir in (4) v und dv konstant und bestimmen w und 


du so, daf ds ein Minimum wird. Man erhalt so nach den 


bekannten Regeln du= — cos 9dv, u= — = 
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Es ist also der FuBpunkt des Minimalabstandes 
auf der Erzeugenden v, der sogenannte Mittelpunkt ge- 
geben durch 

B 


(6) anit ge 


Setzt man endlich in (4) du= —cosddv, u= — - a) 
folgt fir den Minimalabstand do selbst 


(7) ao je ile. 
a 


Der Ort der Mittelpunkte der Erzeugenden bildet auf 
der Fliche eine gewisse Kurve, die sogenannte Striktions- 
linie; ihre Gleichung ist durch (6) gegeben. Ist B—0, so 
ist die Direktrix selbst die Striktionslinie. Sind B und A 
beide gleich Null, so ist die Striktionslinie unbestimmt. In 
diesem Falle folgt aber aus (2) l=c,, m=c,, N=C3, wo 
Ci) Cx) Cs; drei Konstante bedeuten: d. h. die Regelflache ist 
ein Zylinder. 

_ Fir abwickelbare Flachen ist do=0O, dieselben sind 
daher durch die Gleichung 


Asin? d— B?=0 


definiert; die Striktionslinie fallt in diesem Falle mit der 
Riickkehrkante zusammen. 

Bemerkung. Man beachte, da die Striktionslinie 
einer Regelfliche im allgemeinen keine Orthogonaltrajektorie 
der Erzeugenden ist; auch ist do nicht das Linienelement 
der Striktionslinie. Man sieht dies geometrisch und analytisch 
leicht ein. 


§ 32. Deformation der Regelflichen. 


Wir nehmen nun an, daf das Linienelement § 31, (4) 
einer Regelflache gegeben sei und stellen uns die Aufgabe, 
simtliche Regelflichen zu finden, denen dieses Linienelement 
zukommt. Die Lésung ist ziemlich einfach. Da némlich 
A, B, cos drei gegebene Funktionen von v sind, so sind 
aus den 5 Gleichungen § 31, (2) und (3) die Groen J, m, n; 
L,Y, 4 als Funktionen von v zu bestimmen. Da eine von 
diesen willkiirlich bleibt, so folgt der 
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Satz 1. Es gibt unendlich viele Regelflichen, 
die dasselbe Linienelement haben, oder jede Regel- 
fliiche ist stetig deformierbar, wobei sie stets Regel- 
fliche bleibt. 


Um nun alle diese zu demselben Linienelement ds ge- 
hérigen Regelfliichen explizit zu erhalten, bestimmen wir 
zunichst drei Funktionen J, m,n von v, die den Gleichungen 
(1) P+m+nv=1, 

I? tm? tn” — A 

gentigen. Der ersten dieser Gleichungen wird geniigt, 
wenn man 

(2) l=singceosy, m=—singsiny, n=cos@ 

setzt, wobei gm und yw zunichst noch willkiirliche Funk- 
tionen von v sind. Aus der zweiten Gleichung (1) folgt 
nun gy” +y”sin’ go =A oder 


(A— 9” 
cc sin p 

Die Funktion y von v bleibt willkirlich; aus (3) er- 
gibt sich y und aus (2) J, m, m. Man sieht, daB der Richt- 
kegel der Regelfliche willkiirlich angenommen werden kann. 
Ist dieser angenommen, so erhilt man die Direktrix und 
damit die Flache selbst auf folgende Weise. Die Koordinaten 
4, Y,, 2, sind aus den Gleichungen 


dv. 


(3) 


lai+my{+nzj= cos %, 
(4) Vay +m’y{ +n’ 2; = B, 
el + yf + af = 1 
zu bestimmen. Zur Auflésung dieses Systems berechnen 
wir nach Darboux zuerst die HilfsgréBe 
Lil! oy 
(5) He | mat? yf hs 
nn By 


Durch Quadrieren dieser Gleichung folgt wegen (1) und 
(4) fir H 


(6) H? = Asin? — B? 
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und zwar ist H wegen § 31, (7) fiir eine nicht abwickelbare 
Flache von Null verschieden. Man erhalt nun 2{, y{, 2{ 
aus drei linearen Gleichungen, nimlich den zwei ersten von 
(4) und aus (5). 

Es folgt so 


; ere Tht, ' 
w—leosd + 7 1 +z (mn —nm’), 
lb rey OP” |. . 
(7) Yi =m cos) + 7m + (nl —In’), 
3 10 RSs ee i 
4{=ncos? + a” + G (lm — ml’) 


und hieraus durch Quadraturen 2,, y,;, 2. Da nunmehr die 
sechs Funktionen 1, m, n, x,, y,, 2, von v bestimmt sind, so 
geben die Gleichungen § 31, (1) die Flachengleichungen. 
H ist nach (6) mit doppelten Vorzeichen behaftet, man er- 
halt daher bei gegebenem Leitkegel zwei verschiedene 
Flachen. Wir haben so den 

Satz 2. Jede Regelfliche kann so verbogen 
werden, daf ihr Leitkegel eine willkirliche Gestalt 
erhalt, und zwar auf zwei verschiedene Arten. 

Wir behandeln noch die Frage: 

LaBt sich eine Regelflache so deformieren, dah 
eine Kurve auf ihr eine Gerade wird? 

Nimmt man an, die Direktrix sei die Kurve und es 
sei méglich, die Flache so zu verbiegen, da die Direktrix 
zar Z-Achse wird, so hat man, da ja v den Bogen der 
Direktrix bedeutet, fiir die verbogene Direktrix die Glei- 
chungen 


(8) v,—=0, WO, a=. 

Da ferner # der Winkel ist, den die Erzeugende im 
Punkte v mit der Direktrix macht, so setzen wir 
(9) l=sindcosy, m=sindsiny, n=cosv. 

Die Gleichungen (8), (9) und § 31, (1) definieren eine 
Regelflache mit der Z-Achse als Direktrix. Damit diese 
Flache auf die gegebene abwickelbar sei, bestimmen wir in (9) 
yw als Funktion yon v so, da die beiden Regelflichen das- 


selbe Linienelement haben. Die sechs Funktionen in (8) 
und (9) miissen daher den Gleichungen § 31, (2) und (3) ge- 
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niigen. Die letzte Gleichung (2) und die Gleichungen (3) 
in § 31 se a selbst erfiillt. Aus der zweiten Glei- 
chung § 31, (2) folgt 


(10) 


_d cos & 
1 ae 


Die beiden gegebenen Funktionen B und @ miissen 
daher, falls die Verbiegung méglich sein soll, der Glei- 
chung (10) geniigen. Aus der ersten Gleichung § 31, (2 
endlich folgt qoear 

— |YA— 
11 ie | (eames. SSE Fe 
| inoue 
wodurch y als Funktion von v bestimmt ist. Die Glei- 
chungen der verbogenen Fliche lauten nunmehr 


(12) x=usindecosy, y=usindsiny, ze=v+ucosd, 


wo yw als Funktion von v aus (11) zu entnehmen ist. 

Ist daher die Bedingung (10) erfillt, so ist die 
Verbiegung stets méglich. Die geometrische Bedeutung 
dieser Bedingung ergibt sich leicht wie folgt. Man differen- 
ziere die dritte Gleichung § 31, (2) und beachte (10), so folgt 
(13) laf +myf+ne/=0, 
wo jetat 2,, Yr 2 die Koordinaten der nicht verbogenen 
Direktrix sein mégen. Da nun nach Bad. I, § 4, (5) ai, yf, a7 
mit den Richtungskosinus der Hauptnormalen i Direktrix 
proportional sind, so driickt (13) aus, da diese Haupt- 
normale senkrecht auf der Erzeugenden und damit senk- 
recht auf der Flache steht. Die nicht verbogene Direk- 
trix mufB also nach Bd. I, § 25, 8.113 geodatische 
Linie der Flache sein, was auch geometrisch vorauszu- 
sehen war. 


5. Dreifach orthogonale Flichensysteme. 


§ 33. Definition der dreifach orthogonalen 
Flachensysteme. 
Fiir viele Untersuchuugen in der Mathematik ist es 


niitzlich, die Lage eines Raumpunktes statt durch die ge- 
wohnlichen Cartesischen Koordinaten dadurch zu bestimmen, 
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daf man den Punkt als Schnittpunkt von drei Flichen be- 
trachtet. Darauf beruht z. B. die Lagebestimmung eines 
Punktes P durch geographische Breite und Linge und seine 
Entfernung vom Urspruug des Koordinatensystems; denn 
alle Punkte mit gleicher geographischer Breite liegen aut 
einem Kegel, alle Punkte mit gleicher geographischer Linge 
auf einer Ebene und alle Punkte, die gleich weit vom Ur- 
sprung entfernt sind, auf einer Kugel; der Punkt P er- 
scheint so als Schnittpunkt eines Kegels, einer Ebene und 
einer Kugel. Diese Fliichen stehen gegenseitig aufeinander 
senkrecht. Konstruiert man nun fiir alle Raumpunkte den 
Kegel, die Ebene und die Kugel, so erhalt man drei einfach 
unendliche Flachenscharen, wobei sich stets zwei Flichen 
rechtwinklig schneiden. Ein solches System yon Flachen 
nennt man ein dreifach orthogonales Flaichensystem. 
In Bd. I, § 23, 8. 107 hat sich ergeben, daf die konfokalen 
Flachen zweiter Ordnung ebenfalls ein dreifach orthogonales 
Flachensystem bilden. 

Analytisch sind drei Scharen von Flichen dadurch 
definiert, dafi man die rechtwinkligen Koordinaten 2, y, 2 
eines Raumpunktes als Funktionen yon drei Parametern 
u, v, w ausdriickt in der Form 


x =f (a, v% w) ? 


(1) Y= (4,0, w), 
Z2=y (u,v). 


Denn ist in (1) w konstant und dndern sich w, v, so 
stellt (1) eine bestimmte Filache dar. Lift man w sich 
aindern, so erhailt man eine ganze Schar von Flaichen. Das 
Entsprechende gilt yon den Parametern uw, v. Die Glei- 
chungen (1) stellen daher drei Scharen von Flachen 
dar. Gibt man in (1) zwei Parametern, etwa w und w kon- 
stante Werte, z. B. %, wo, so stellt (1) eine Raumkurve 
dar — die Schnittlinie der beiden Flichen w=, w= wy. 

Beispiel. Bedeutet w die geographische Breite, v die 
geographische Linge, w den Abstand eines Raumpunktes 
vom Ursprung, so ist 


(2) x=weosucosv, y=weosusinv, z=wsinw. 


Die Flachen «—konst. sind die Kegel, die Flaichen 
v=konst. die Ebenen, die Flachen w—konst. die Kugeln. 
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Welches ist nun die Bedingung dafiir, da die Flachen 
des Systems (1) ein dreifach orthogonales System bilden? 
Die drei durch den Punkt (w, v, w) gehenden Flachen 
schneiden sich in drei Raumkurven, die durch diesen Punkt 
hindurchgehen. Diese miissen nun offenbar aufeinander 
senkrecht stehen. Von den drei Raumkurven ist aber die 
erste definiert durch «#—konst., v=konst., die zweite durch 
v=konst., w—konst., die dritte durch w=konst., « = konst. und 
die Richtungskosinus der Tangenten ome drei Kurven im 
Punkte (w, v, w) sind nach Bd. I, § 2, (5) proportional mit 
On dy Of Ox Oy OZ . On OY Oz 
Fpleha aan bezw. mit = Oa 2 ba it 2, 28 ay 
Die Bedingung dafiir, daB diese drei Tangenten aufeinander 
senkrecht stehen, ist also 


3 OLOL OL OX _ Ox ais 
©) LQudo— Lidvdw "’ 2 dwdu 
wo in den Summen immer nur das auf # beziigliche Glied 
angegeben ist. 

Satz. Die Gleichungen (3) sind die notwendigen 
und hinreichenden Bedingungen dafiir, daB die Glei- 


chungen (1) ein dreifach orthogonales Flachensystem 
darstellen. 


§ 34. Die Fundamentalgrofen eines dreifach ortho- 
gonalen Flichensystems. Gleichungen von Lamé. 


Lamé hat fiir ein dreifach orthogonales System wichtige 
Gleichungen aufgestellt. Wir erhalten diese auf die ein- 
fachste Art, wenn wir die sechs Fundamentalgréfen LF, 
F, G, D, D’, D” fir die einzelnen Flichen des Systems 
berechnen. Die Gauf-Mainardischen Gleichungen geben 
dann sofort die Laméschen Gleichungen. 

Wir bezeichnen im folgenden alle auf die Flachen 
uw =konst. beziiglichen GréBen mit dem Index w und ent- 
sprechend fiir v und w. Es wird sich zeigen, dai sémtliche 
Fundamentalgréfen sich durch folgende drei Gréfen und 
ihre Differentialquotienten ausdriicken lassen. 


0 M2 2G), 
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Das Linienelement zwischen den zwei Punkten 
(u, v, w) und (w+du,v+dy, ie dw) aide sich nun durch 


ds? =>(2 du 2 Fav = aw) 


oder wegen (1) und § 33, (3) in der Form 
(2) ds’ — H? dw + H3 dv? + Hidw’. 


Aus (2) erhalt man nun fir die Fundamentalgréfen 


Ey, Fy Gy der Flache w—konst. beziiglich H3, 0, Hz und 
A, =) £,G,— F2=H,H,. Wir haben daher 
ee. te 0, GC. — i, A.—H,H,, 
(3) E,=H;, F,=0, G,=Hi, A,=H,H, 
E,= Hi, Fo=0, Go= Hi, A,=H, Hh. 
Zur Ableitung der Fundamentaleréfen zweiter Ordnung 


stellen wir zuvor gewisse Relationen auf. Differenziert man 
§ 33, (3) der Reihe nach partiell nach w, wu, v, so folgt 


Ox 02a Ox O24 
du dv0w évdudw 
Ox 02x 0x 07a 
Ov Ow Ou dwoveu” 
Ox O02” Ox On 
Giude <a dudwer™ 


Zieht man von der halben Summe dieser Gleichungen 
jede einzelne ab, so ergibt sich 
4 See Ce  ..wr0n Ox Ox On 
( Oudvow Ovdwou ” Owdudv — 
Differenziert man weiter die zweite und dritte Gleichung 
von (1) nach w, so folgt mit Beachtung von § 33, (3) 


On OF) On OF 2 0H, 
Ovdudv = mat OUOV? —* OU” 
ea i ee IES Be nie 


Owdudw + mt Oudw? 3 du 
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Fir die Richtungskosinus a, by ¢, der Flachen- 
normalen der Fliche w=konst. hat man @y:by: Cy 


a) 
ae ond analog fiir die Flachen v = konst., w = konst. 
Aus (1) folgt nun 
‘take Be “et Og ; ‘1 Oz 
wu H, du uw H, du’ ‘4 rou? 
1 ox 1 oy 1 02 
(6) oF 60’ iH, 6v’ “0 | Hy 00" 
Ah xee aygl, Oy, gree 
pi Ae HH, Ow? ~~ Se 


Beachtet man nun, daf fiir die Flache w= konst. v und 
w die Parameter sind, so erhalt man nach § 2, (13) und 
(4)—(5) fir die Fundamentalgréfen zweiter Ordnung 
LE ae OO? % A, 0, 
“Woy? Ha dudw HH, du’ 
024 1 Om 90 
Weirdo, Ei On 0 
3 OLS ae Ox 07% Hc te 
Di= Sloe Eh Oudw? Hy dw 
Durch zyklische Vertauschung erhilt man hieraus 


Dy= 


Dee 


H, 0 H, pl » Hy OH, 

JD pe jae Ou p) Deo), De Ou 

uy Hi, 0 A, thivea ds W vig FL, 0A, 
(7) Dy = (g8 Ov ) D; = ? De 
as H, oH, ieee Wd H, 0H, 

Da Fe Ow’ Doe Des Ow 


Da nun fiir die Fliche w—konst. F,,=0, Di=0 ist, 
so folgt aus § 3, Satz 3, dai die Parameter v, w fiir diese 
Flache die Parameter der Kriimmungslinien sind. Analoges 
gilt fir die andern Flichen. Dies ist der schon in Bd. I, 
§ 24 bewiesene 

Satz von Dupin. Die Flichen eines dreifach 
orthogonalen Flichensystems schneiden sich nach 
Kriimmungslinien. 
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Fir die Hauptkriimmungshalbmesser der Fliche 
u=konst., die wir mit #,, und R,, bezeichnen, erhalt man 
nach § 3, (19) 

«8 eg Ge a a ee 2 
Sere. Ow > Ry 9 Ay oH, du.’ 

dabei ist R,, der Kriimmungshalbmesser fiir die Kriimmungs- 

linie v=konst., R,, der fiir die Kriimmungslinie w= konst. 

Die analogen Grdfen fiir die andern Flachen erhilt man 

durch zyklische Vertauschung aus (8). 

Wir wenden nunmehr die Mainardischen Gleichungen 
§ 15, (7) auf die Flichen w= konst., v=konst., w—konst. 
an. Die sechs Gleichungen reduzieren sich auf die drei 


folgenden <p 
0? H, 1 0H, OH, , 1 OH, OH, 
dvdw H, dw Ov ' HH, Ov dw’ 
; @H, 1.2H,0H,) 1 0H, OH, 
(9) Owou H, dou Ow ' H, dw du’ 
0? H, 1 0H, OH, , 1 OH, OH, 
Oudv H, dv Ou ' H, du ov 
Endlich gibt die GauBsche Gleichung § 15, (8) fiir die 
Flachen des orthogonalen Systems 


ff ath) ia a) 1 0H, OH, 

ov \H, Ov Ow\H, Ow) A? Ou Ou ; 

om ia = ae Pee 
Ow\H, Ow] ou\H, ou] Fe Ov dv é 
ne a7) 2 (2 a2.) 1 OH, 0H, _ 
Ou\H, Ou) Ov\H, dv)" 7 Ow Ow 


Die Gleichungen (9) und (10) sind die Laméschen 
Gleichungen. Ihnen miissen die drei Funktionen H,, H,, H; 
geniigen. Sie sind von fundamentaler Bedeutung fiir die Lésung 
der Aufgabe, das allgemeinste dreifach orthogonale 
' Flachensystem zu finden. Man hat zu diesem Zweck 
zunichst die Gleichungen (9) und (10) zu integrieren und 
so die Funktionen H,, H,, H, zu bestimmen. Bildet man 
_nunmehr die Gleichungen § 2, (19), (20) fiir die Flachen 
' “u=konst., v=konst.. w=konst., so erhilt man mit Be- 
achtung von (6) 


Kommerell, Theorie der Raumkurven. II, 11 
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fan WOH 0s AOE, 
Ou H, 00” Hy ow.” 
da, 1 0H, 
du H, dv me 
Od 1 OH, 
du Hz Ow Fine 
On Loses: 
Oo 2 Ay Om 2 
day 1 oH, rire = 
co) dv A, ow eu in 


On Line 

in eles 

da 1 0H, 

dw HH, dv” 

dy 1 OH, 1 oH, 
dw HH, ou oo ae Oodeel 


Dieselben Gleichungen gelten fiir b,, by, Dw und Cy, Cy, Cw. 
Das System (11) ist integrabel, da (9) und (10) die Inte- 
grabilitétsbedingungen hierfiir sind*) (vgl. § 15, S. 90). 
Kennt man a, @», 4 als Integrale von (11), so ist, da 


1 0” ik. Gar it Ogee 
nach (6) fea: Don? aa ay? Oe Fae ist, 
(12) a= (du HA, du + a, H, dv + a H, dw). 


Auf analoge Weise erhalt man y und z als Funktionen 
von u, v, w und damit das allgemeinste dreifach orthogonale 
System. 

Anmerkung. Nach dem Satz von Bonnet §15, 8.91 entspricht 
jedem Tripel von Funktionen H,, H,, H,, die den Gleichungen 
(9) und (10) geniigen, nur ein einziges orthogonales Flachensystem. 


ots 


*) Man hitte z. B. zu bilden 
erhalt so gerade (9) und (10). 


Fee ) etc. Man 
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§ 35. Die Inversion durch reziproke Radien-Vektoren. 
Konforme Abbildung des Raumes auf sich selbst. 


In § 9, 8.52 hat sich ergeben, daf durch die Inyersion die 
Ebene auf sich selbst konform abgebildet wird. Ubertragen 
wir die Beziehung, die sich zwischen zwei Punkten in der 
Ebene ergeben hat, aut den Raum, so erhalten wir die In- 
version fiir den Raum. Wir werden dabei finden, dak 
dadurch der Raum ebenfalls konform auf sich selbst ab- 
gebildet wird und dafi daher aus einem dreifach orthogonalen 
Flachensystem durch Inversion wieder ein solches hervorgeht. 

Wir ordnen also jedem Raumpunkt P, der vom Ur- 
sprung O die Entfernung 7 hat, einen andern Punkt P’ aut 
OP dadurch zu, da® sein Abstand +’ vom Ursprung mit 
dem Abstand r durch die Gleichung 

, C 
(1) poate 
verbunden ist, wo ¢ eine konstante GréfSe bedeutet. O heibt 
auch hier das Zentrum der Inversion. Alle Punkte der 
Kugel mit dem Radius gleich ¢ um O als Zentrum fallen 
mit ihren entsprechenden zusammen und alle Punkte inner- 
halb dieser Kugel haben ihre Bilder auferhalb derselben 
und umgekehrt. Das Zentrum der Inversion ist ein sin- 
gularer Punkt: ihm entsprechen alle unendlich fernen Punkte. 

Sind nun z, y, z die Koordinaten von P und wu, v, w 
die Koordinaten seines entsprechenden P’, der Ursprung das 
Zentrum der Inversion, so findet man ohne Miihe 
9 Cu cu cw 
(2) So yt?’ Y= tet w’ f U2 + y2 + yw?’ 


oder nach wu, v, w aufgelist 


EN a pes Sea 
ae 2?” GB he? ir 2? a? + y* + 2? 

Durch (2) ist jedem Koordinatentripel (x, y, z) ein solches 

in (u,v, w) zugeordnet. Einer Ebene 
Ag+ By+ Cz+D=0 
entspricht die Kugel 
e? (Au+ Bo+ Cw)+ D(w?+ v? + w?) =0. 
11* 


(2a) uw 
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Ist aber D = 0, geht also die Ebene durch das Inyersions- 
zentrum, so entspricht sie sich selbst. Der Kugel 
etyt et Act Byt C2+D=0 
entspricht die Kugel (bzw. Ebene, wenn D = 0) 
c4#+¢?(Au+ Bo+ Cw)+ D(v?+v? + w’) =0. 

Einer geraden Linie entspricht als Schnitt yon zwei 
Ebenen ein Kreis als Schnitt der entsprechenden Kugeln, 
einem Kreis wieder ein Kreis. Nur einer Geraden (oder 
einem Kreis), die durch das Inversionszentrum geht, ent- 
spricht wieder eine Gerade. 

Wir beweisen nunmehr den 

Satz 1. Die einzigen konformen Abbildungen 
des Raumes auf sich selbst sind die Inversion und 
die Ahnlichkeit. 

Dabei verstehen wir wie in § 8 unter konformer Ab- 
bildung eine solche, durch welche ein unendlich Kleines 
Dreieck PQ in ein ihm dbnliches tibergefiihrt wird. Wir 
wenden zum Beweise dieses Satzes die Ergebnisse des letzten 
Paragraphen an und werden zugleich erkennen, daf durch (2) 
ein. dreifach orthogonales System von Kugeln definiert ist. 

Sind nun wie oben w,v,w die Konstanten eines Raum- 
punktes und 2, y, ¢ die des entsprechenden, so muf einem 
Linienelement, das durch (w,v, w) geht, ein Linienelement 
durch (a, y, 2) entsprechen; diese Linienelemente aber miissen 
wegen der Konformitat der Abbildung einander proportional 
sein. Es mu8 also sein 
(3) dx? + dy? + dz? =1—? (du? + dv? + dw), 
wo A eine Funktion von u,v, w ist. Nun sind 2, y,¢ als 
Funktionen von u,v, w so zu bestimmen, daf diese in die 
linke Seite von (3) eingefiihrt, die rechte Seite ergeben. Da 
nun die Koeffizienten von dudv, dvdw, dwdu gleich Null 
sind, d. h. 

Ox Ox Ox Ox Ox Ox 

dudv 0v dw Ow Ou 
ist, so folgt nach § 33, (3), dab x,y,z als Funktionen von 
u,v, w betrachtet ein dreifach orthogonales Flichensystem 
bilden. Vergleicht man (3) mit § 34, (2), so hat man 


(4) Fie nhs ah Sean 


=0 


§ 35. Die Inversion durch reziproke Radien-Vektoren. 165 


Es ist nun 4 in (4) als Funktion von u,v, w so zu 
bestimmen, da’ H,, H,, H,; den Laméschen Gleichungen 
§ 34, (9), (10) gentigen. Aus 34, (9) folgt so 


024 o2 024 


(5) Oudv dvdw Dniel ie 
aus § 34, (10) 
O22 O22 O02) 02) 02, )2} 
Ou2 oO 7 a ae Ow? + 


(6) 


(2) 2)-(2)) 


Die Gleichungen (5) geben 
(7) A=U+ V+ W, 


wo U Funktion von uw, V von v, W von w allein ist. Be- 
zeichnet man Ableitungen mit Strichen, so folgt aus (6) 
U”= V”= W” und weil u,v, w unabhingige Variable sind 


(8) SG ES eV i eel 


wo ¢ eine Konstante ist, die wir zunichst als endlich 
voraussetzen. 
Aus (8) folgen als Integrale 


ig *{(u—a,)? +4, \ V=5{u—by tah, 


W=5{w—a)+a}, 


wo die a, b, c Integrationskonstanten sind. 

Fiihrt man diese Funktionen in (7) und (6) ein, so er- 
gibt sich a,+6,-+¢,—0. Man kann ferner unbeschadet 
der Allgemeinheit statt U—, v—b,, w—e, heztiglich 
u,v, w setzen, da dies nur einer Koordinatenverschiebung 
gleichkommt. Man anit so 


da (wo? +02) 
und nach (3) 
0) dw + dy + ae— 


e4 (du? + dv? + dw?) 
(w? + 0? + w)? ; 
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Die Funktionen H,, H,, H, sind nunmehr ermittelt. 
Ks ist niamlich 
H, = H, = H;=¢ 9~*, 


wo abkiirzend 90 =w?+v?+ w? gesetzt ist. Jetzt sind die 
Gleichungen § 34, (11) zu integrieren; man erhalt 


Gu = 1— 2071, a, = —2 071 U0, y= — 20-14 
und endlich aus § 34, (12) 
(10) 2 Cu c2V C2 w 


u? Ay? + w?? y u? + v2? + w?’ 7 U2 + v2 + w?? 
wobei die zwei letzten Gleichungen dhnlich erhalten werden 
wie die erste. Die Gleichungen (10) stimmen aber mit (2) 
iiberein und definieren eine Inversion. 

Es bleibt noch der Fall zu erledigen, wo ¢? in (8)=oo 
ist. Man zeigt leicht, daB dann U, V, W und somit 2 Konstante 
sind. H,,H,,H, sind ebenfalls konstant—m und auch fir 
die Richtungskosinus dy, Gy, dw} Duy Ov, bw Cuy Cos Cw erhalt 
erhalt man aus § 34, (11) konstante Werte. Da aber diese 
drei aufeinander senkrechte Gerade bestimmen, so sieht man, 
dafi sie die Koeffizienten einer orthogonalen Substitution 
(a:, Bs, yi) Sein miissen. Aus § 34, (12) folgt so 


L— Ly = (a, w+ By V+ 7, Ww) mM, 
Y—Yo = (ay U+ By V+ 72 W) Mm, 
2—hy = (a, u+ Bs 0+ y, Ww) mM. 

Verschiebt man noch das X YZ-Koordinatensystem so, 
dafi sein Ursprung in den Punkt x, y, 2 gelangt, und dreht 
man das u,v, w Koordinatensystem, indem man setzt 

QUt put yw=w, aut Pov+yw=Vv, 
azu+ pv-+ y3w=w, 


so folgt 
r=mu, y=mv, z—mw. 


Durch diese Gleichungen ist aber der Raum auf sich selbst 
aihnlich bezogen. Damit ist der Beweis des Satzes 1 
erledigt. 

Die Inversion erlaubt nun, aus dreifach orthogonalen 
Flachensystemen andere derartige herzuleiten, da bei der 
Inversion die Winkel erhalten bleiben, also speziell rechte 
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Winkel auch nach der Inversion rechte Winkel bleiben. 
Unterwirfé man daher ein dreifach orthogonalgs System 
einer Inversion, so erhalt man wieder ein dreifach ortho- 
gonales System. So bilden beispielsweise, wie man sich 
leicht tiberzeugt, die abwickelbaren Flichen der Normalen 
einer Flache fF lings ihrer Kriimmungslinien mit den 
Parallelflichen zu F' ein dreifach orthogonales Flichensystem. 
Durch Inversion erhalt man hieraus ein neues dreifach ortho- 
gonales System. ' transformiert sich in F” und die trans- 
formierten der abwickelbaren Flichen schneiden daher aus 
F” nach dem Satz von Dupin § 34 die Kriimmungslinien 
aus. Die Krimmungslinien von # gehen daher in die 
Krimmungslinien yon F” iiber, 

Satz 2. Kennt man auf einer Fliche F die 
Krimmungslinien, so erhalt man durch eine In- 
version eine neue Fliche F’, auf der man ebenfalls 
die Krimmungslinien kennt. 


§ 36. Die Cycliden (Dupin). 


Wir wenden das am Schluf von § 35 Gesagte auf 
das dreifach orthogonale System von Kegeln, Kugeln 
und Ebenen in § 33, (2) an. Durch Inversion an einem 
beliebigen Inversionszentrum erhilt man aus dem System 
der Kugeln und Ebenen zwei Kugelsysteme (§ 35). Um 
das Bild des Kegelsystems zu erhalten, legen wir an einen 
der Kegel drei Tangentialebenen und betrachten den Kegel 
als die Enveloppe aller Kugeln, die jene drei Ebenen be- 
rihren. Durch Inversion verwandeln sich diese drei Be- 
ruihrungsebenen in drei Kugeln, und die Kugeln, deren En- 
veloppe der Kegel ist, geben Kugeln, die stets jene drei Kugeln 
berithren: die Enveloppe dieser Kugeln ist das Bild des 
Kegels. Die Flache nun, die von einem System von Kugeln, 
die stets drei feste Kugeln beriihren, eingehillt wird, heift 
nach Dupin eine Cyclide. Wir haben daher den 

Satz 1. Das transformierte dreifach orthogonale 
System von Kugeln, Ebenen und Kegeln besteht 
aus zwei Kugelsystemen und einem System von 
Cycliden. 

Die Kugelsysteme schneiden aus den Cycliden nach 
dem Satz von Dupin die Kriimmungslinien aus; diese be- 
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stehen aber aus lauter Kreisen, da sie die Bilder der 
Kriimmungslinien der Kegel, also die Bilder von Geraden 
und Kreisen sind. 

Zur analytischen Darstellung des transformierten 
Systems nehmen wir eine spezielle Lage des Systems der 
Kugeln, Ebenen und Kegel gegen das Inversionszentrum 
an. Das Inversionszentrum mége der Ursprung des Koordi- 
natensystems sein, wihrend die gemeinsame Spitze der 
Kegel im Punkt A der X-Achse im Abstand @ vom Ur- 
sprung liegen und die gemeinsame Achse der Kegel mit der 
Z-Achse parallel sein mége. Nach § 33, (2) haben wir dann 
fiir das dreifach orthogonale System der Kugeln, Ebenen 
und Kegel 


(1) w=a+weosucosv, y=weosusinv, 2=wsinu. 
Wird durch die Inversion der Raumpunkt (x,y,z) in den 


Punkt (a,, y,, 2,) tbergefiihrt, so hat man nach § 35, (2), 
wenn c=1 gesetzt wird, 


t= ef go SS ee 
1 wr y? + 2?’ I we? -L yt + 22? wT gt ty? 4 2?” 
Als Gleichungen des dreifach orthogonalen trans- 
formierten Systems erhalt man so 


XL, = (a+ wcosu cosv) : (a?+ 2aw cosu cosv + w?), 
(2) y,=weoswsinv : (a?-+ 2awcosucosv + w?), 
2,=wsinw : (a? + 2awcosu cosy + w?). 
Die Cycliden sind hier die Flachen «= konst. 

Um einen Uberblick tiber die Gestalt einer einzel- 
nen Cyclide (s. Fig. 34) zu erhalten, suchen wir die Bilder 
der Mantellinien des Kegels, aus dem die Cyclide durch 
Inversion hervorgegangen: Die Bilder der Mantellinien sind 
Kreise, welche alle durch den Ursprung und den Punkt 


n= = der X-Achse hindurchgehen; denn der Ursprung ist 
das Bild aller unendlich fernen Punkte der Mantellinien, 
der Punkt r= das Bild der Kegelspitze. Diese beiden 


Punkte sind daher fiir die Cyclide Knotenpunkte, d.h. die 
simtlichen Tangenten an die Cyclide in einem dieser Punkte 
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bilden nicht eine Ebene (Tangentenebene) sondern einen 
Kegel, der wegen der Konformitaét der Abbildung offenbar 
mit dem Kegel, der die Cyclide ergeben hat, kongruent ist 
(und parallel). Verschiebt man daher den Kegel parallel 


mit sich, so dafi die Kegelspitze in den Punkt n= der 
X-Achse fallt, und zeichnet alle Kreise, welche die Mantel- 


linien dieses Kegels in der Kegelspitze beriihren und aufer- 
dem durch den Ursprung gehen, so erzeugen eben diese 
Kreise die Cyclide. Daraus folgt, dai jede Ebene durch 
die X-Achse die Cyclide in zwei Kreisen schneidet; dreht 
man den einen um die X-Achse um 180°, so fallt er mit 
dem andern zusammen. 

Diese Kreise stellen die erste Schar der Kriimmungs- 
linien der Cyclide dar — sie werden aus der Cyclide 
durch die eine Kugelschar, das Bild der Ebenenschar, aus- 
geschnitten. Da alle diese Ebenen durch die Kegelachse 
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gehen, so gehen alle Kugeln dieser Schar durch das Bild 
der Kegelachse, d. h. den Kreis, der tiber dem Abstand der 
Knotenpunkte als Durchmesser in der X Z-Ebene beschrieben 
wird. Diese Kugelschar schneidet die Cyclide iberall 
orthogonal. 

Die zweite Schar von Kriimmungslinien — eben- 
falls Kreise — wird aus der Cyclide durch die zweite Schar 
von Kugeln, die Bilder der konzentrischen Kugeln, aus- 
geschnitten. Die Mittelpunkte dieser Kugeln liegen alle auf 
der X-Achse. Da die zweite Kugelschar die erste Kreis- 
schar allenthalben orthogonal schneidet, so erhalt man die 
zweite Kreisschar am einfachsten auf folgende Weise: Man 
nehme auf der X-Achse einen beliebigen Punkt P aufer- 
halb der Knotenpunkte an und ziehe an simtliche Kreise 
der ersten Schar die Tangenten; der Ort der Berihrungs- 
punkte gibt zwei Kreise der zweiten Schar. 

Wir bemerken noch, daf durch jeden Kreis der ersten 
Schar eine Kugel geht, welche die Cyclide lings jenes Kreises 
beriihrt: es ist die Transformierte der Tangentialebene des 
Kegels, deren Berithrungsmantellinie jenem Kreis entspricht. 
Ebenso geht durch jeden Kreis der zweiten Schar eine 
Kugel, welche die Cyclide lings dieses Kreises beriihrt: 
diese Kugeln sind die Bilder der Kugeln, welche den Kegel 
oder drei Tangentialebenen desselben beriihren. Die Cyclide 
kann also auf zwei Arten als Enveloppe von Kugeln erzeugt 
werden. 

Endlich geht aus dem Gesagten hervor, dai die X Z- 
und die X Y-Ebene sowie die Ebene senkrecht zur X-Achse 
durch die Mitte der Knotenpunkte fiir die Cyclide Symmetrie- 
ebenen sind. 


6. Strahlensysteme. 


§ 37. Definition. Formeln fiir Strahlensysteme. 


Mit der Theorie der Oberflichen ist eng verknipft die 
Geometrie der Strahlensysteme, die wir hauptsichlich 
Kummer verdanken. 

Unter einem Strahlensystem oder einer Strahlen- 
kongruenz versteht man die Gesamtheit von oo? Strahlen 
im Raume, die so verteilt sind, da’ durch jeden Raumpunkt 


§ 37. Definition. Formeln fiir Strahlensysteme. 71 


ein Strahl (oder eine endliche Zahl von solchen) mit einer 


_ bestimmten von Punkt zu Punkt stetig variierenden Richtung 


hindurchgeht. 

Um ein Strahlensystem analytisch darzustellen, 
schneiden wir dieses durch eine beliebige Fliche, die alle 
Strahlen treffen médge und die 
Leitflache des Systems heift. 
Die Gleichungen der Leitflaiche 
schreiben wir in der iiblichen Weise 
mit Hilfe der Parameter w und v in 
der Form 


a= f(u, v) p=y(U); 
Z=y (u,v). 

Die Richtungskosinus des 
Strahles (oder eines der Strahlen), 
der durch den Punkt (wu, v) der 
Leitflache geht, mége X, Y, Z sein 
(s. Fig. 35). Sind diese als Funk- 
tionen von w, v gegeben, so ist da- 
durch jedem Punkt der Leitfliche 
ein Strahl (oder mehrere, falls X, 
Y, Z mehrdeutige Funktionen von 
u, v sind) zugewiesen. Sind &, Fig. 35. 

n, ¢ die Koordinaten eines Punk- 

tes P auf dem durch den Punkt (w, v) der Leitfliche hin- 
durch gehenden Strahle, ¢ die Entfernung (Abszisse) des 
Punktes P vom Punkt (uw, v) der Leitfliche, so ist 


(1) E=a%+tX, y=yttY, C=2+4+tZ, 
Se ZT 


Dies sind die Gleichungen des Strahlensystems. | 
Variiert in (1) ¢ allein, so durchlauft der Punkt (&, 7, ¢) einen 
Strahl. Eine Gleichung von der Form 


(2) (u,v) =0 


greift aus den oo? Strahlen oo! Strahlen heraus: es sind die 
Strahlen langs der auf der Leitflache liegenden Kurve 
@(u,v)=0. Die Gleichungen (1) definieren daher in Ver- 
bindung mit (2) eine Regelfliche. 
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Ziehen wir durch den Ursprung des Koordinatensystems 
die Parallelen zu den Systemstrahlen und schneiden die 
Parallelen mit der Kugel 

ili idee wa ci = 
so entpricht jedem Strahl ein Punkt der Kugel, den wir das 
spharische Bild des Strahles nennen. Die Koordinaten 
des sphirischen Bildes eines Strahles sind daher offenbar 
P.O 69 

Betrachten wir einen dem Strahl (1) unendlich be- 
nachbarten Strahl mit den Gleichungen 


3) &:=a2+dr+t, (X+dX), 1 =y+dy+t (¥+dyY), 
,=2+dz+t,(7Z+daZ), 
= a etc. und wegen X?+ Y?+ Z2=—1 


(4) XdX+ VYdY+ZdZ=0 


ist, so sind von besonderer Wichtigkeit: 

1. Der kiirzeste Abstand dp der beiden Strahlen, 

2. die Richtungskosinus J, m, m dieses Abstandes, 

3. der Wert r der Abszisse ¢ im FuBpunkt von 
dp auf dem Strahle (1). 

Diese Werte driicken sich aus durch die gegebenen 
GréBen x, y, 2, X, Y,Z und ihre Ableitungen nach 1, v. 
Es treten dabei gewisse Verbindungen dieser Ableitungen 
auf, fiir die wir folgende Abkirzungen einfihren: 


ox\? OxXoOXx oX\? 
Dike = F,, err rere y sD = Gy, 


Ox 


wo di dut 


(6) OX0x 0X 0G ges 
Oi) Oe vt Ou dv” 
OXOx OX0x 
\) pe / = ” 
Ov Ou = Ov av D 


Bezeichnet man mit ds, das Linienelement des 
spharischen Bildes des Strahlensystems, so ist 


(6) ds, = SdX’ = FE, dw’ +2 Fy dudvu+ G, dv; 
weiter ist 


(7) —SdXdx = Ddu?+(D'+D) dudv+ D' dv. 
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Wir bemerken sofort die Ahnlichkeit der obigen Aus- 
driicke mit den Fundamentalgréfen der Flichentheorie. In 
der Tat bilden ja die Normalen einer Fliche, z. B. der 
Leitflache selbst ein Strahlensystem, das wir ein Normalen- 
System nennen. Fir dieses bedeuten dann X, Y, 7 die 
Richtungskosinus der Flichennormalen, die wir friiher mit 
a, b, ¢ bezeichnet haben oder die Koordinaten des spharischen 
Bildes der Leitfliche. E,, F,, G, bedeuten dann die Funda- 
mentalgrofen erster Ordnung fiir das sphirische Bild der 
Leitflaiche, die wir in § 4 mit denselben Buchstaben be- 
zeichnet haben. D, D’, Dj, D” bedeuten die Fundamental- 
gréBen zweiter Ordnung der Leitfliche, wobei noch D’= D{ 
wird, vgl. § 2, (13). Alle Resultate der allgemeinen Strahlen- 
systeme finden daher Anwendung auf die Flaichennormalen 
der Leitflache. Fiir ein allgemeines Strahlensystem wird 
der Leser die Grofen E,, fj, Gy, D, D’, Di, D” nicht mit 
den FundamentalgréBen der Leitfliche verwechseln. 

Nach dieser Bemerkung-bereehnen wir die drei Gréfen, 
die oben fiir zwei benachbarte Strahlen aufgefiihrt sind. 
Der Abstand eines beliebigen Punktes (&, 7, ¢) auf dem Strahl 
(1) von einem beliebigen Punkt (é,,7,,¢,) auf dem Strahl (3) 
ergibt sich aus 


(8) Bee ter 8) OH) eo) 


In dieser Gleichung sind ¢ und ¢, so zu wihlen, dab 
dp in (8) ein Minimum wird. Nach den bekannten Regeln 


folgt 
(9) G,— 4) X+(m —») ¥+(,—9 Z=0, 
(, —é)dX + (yn, —n)dY+ (6,—-OC)dZ=0. 


Aus diesen Gleichungen bestimmen wir ¢ und {, so, 
da’ wir zugleich auch die Gréfen 1, m,n, 7 erhalten. Zu- 
nichst ist 


(10) oo: —n=mdp, 6,—C=ndp. 
Aus (1), (3) und (10) folgt 
ae )+t4,dX =ldp, 
(11) dy+YV(t,—t)+tdY=mdp, 
 da+Z(t,—t)+t,dZ=ndp, 
und aus (9) und (10) 
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IX+mY+nZ=0, 
dX +mdY+ndZ=0. 


Die Gleichungen (12) enthalten den bekannten Satz, 
da der kiirzeste Abstand dp auf den beiden Strahlen senk- 
recht steht. Multipliziert man die Gleichungen (11) der 
Reihe nach mit X, Y, Z und addiert, so folgt nach (1), (4) und 
(12) t, —t= —2Xdz, woraus sich ergibt, daB ¢, und ¢ sich 
nur um eine unendlich kleine Grébe der ersten Ordnung 
unterscheiden. Wir kénnen also setzen: t=t,—r. Multi- 
pliziert man nunmehr die Gleichungen (11) beziiglich mit 
dX,dY,dZ und addiert, so folgt nach (1), (4) und (12) 


DdaX dx 
> ad X? 


Endlich multipliziere man die Gleichungen (11) der 
Reihe nach mit 1,m,n, worauf nach Addition kommt 


(12) 


(13) r= — 


(14) dp =ldx+mdy+ndz; 
hierbei sind die Richtungskosinus /,m,n aus (12) und 
(15) 12 + m? + n2?=1 


zu bestimmen und in (14) einzutragen. Zu diesem Zwecke 
berechnen wir zuerst die Determinante 


Deeg SY Tid, 
(16) dX dY dZ\=H. 
es 0 Caatiaay 
Durch Quadrieren von (16) findet man leicht mit Benutzung 
der obigen Gleichungen 
(17) H=jdX?+dY¥?+dZ?=ds. 

Die drei Gleichungen (12) und (16) sind in J,m,n linear 
und geben fiir die Richtungskosinus J,m,n die Werte 
Hi=YdZ—ZdY, Hm=ZdX—XdZ, 

Hn= XdY—YadX. 


Aus den Gleichungen (13), (14) und (18) ergeben sich 
die gesuchten Groen. Wir formen diese Gleichungen noch 
ein wenig um und zwar zunichst (18). Hierzu benutzen 
wir die Identitiiten § 4, (9) und zwar fiir die Kugel X?+ Y? 


(18) 
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+ Z?=1; wir haben also a,b,c durch X, Y,Z und A durch 
VE, Go. — Fj zu ersetzen, auberdem ist K=1; aus den 
resultierenden Gleichungen folgert man leicht die Identi- 
taten 


yoZ oye, Ey ox aA ox 
Bee sags VEG. _F Arad VEG, _F* Du? 

a9) UW CU TE ea oH Cctv ‘Ou li 
yiZ oY F. ox ee Ox 


Ay 0 Ms ee 

Ov Ov 2 Ov 20u’ 
1G, FF VE 4, =F 

sowie die vier analogen, die hieraus durch cyklische Ver- 


tauschung yon X,Y,Z hervorgehen. Nach (17) und (18) 
ist nun 


OZ on @ ( OL =| 
t= (Vo — 25 | au Y A ee da 
dso 


Hieraus und aus (18) folgt nun fir die Richtungskosinus 
m,n des kiirzesten Abstands dp 


F 5 8 
ua ee, oe a iis (x, a G *)av 


o Ou 0 Ou 
(20) de VE, Gj Fe 
PIO ok, 


re 
wobei man m und n erhilt, wenn in dem Ausdruck fir / X 
durch Y bezw. Z ersetzt wird. Setzt man aus (20) in (14) die 
Werte fir /,m,n ein und ersetzt dx durch ae du aw usw., 
so erhalt man fiir den kiirzesten Abstand dp der beiden 
benachbarten Strahlen nach (5) 
1 Ddu+tDdv Di{du+ D’dv 
ds, VE, Gy —F?| fo du+iydv Fydu+ Gydv 
Endlich erhalt man fiir die Abszisse r des kiirzesten 
Abstands auf dem ersten Strahl aus (13), (6) und (7) 
D du? + (D' + Di)dudv + D’ dv? 
Ey du? + 2F, dudv+ Gydv? 


(21) dp= 


(22) 
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§ 38. Anwendung auf Normalensysteme. 
Malus-Dupinscher Satz. 


Wir wenden die Formeln des § 37 zuniachst auf das 
Normalensystem der Leitflache an. Es ist dann, wie 
oben bemerkt, D’= Dj. Wir fragen zuerst: 

In welchen Richtungen schneiden sich zwei 
konsekutive Flachennormalen? 

In diesem Falle ist in § 37, (21) dv =0. Beachtet man 
die Gleichungen § 4, (6), so folgt hieraus leicht 

Ddu+D'dv D’'du-+ D’dv 
Edu+Fdv Fdu+Gdv | 

Dies ist aber nach § 3, (10) die Differentialgleichung 
der Kriimmungslinien der Leitfliche. Also nur in den 
Hauptkriimmungsrichtungen einer Flache schneiden sich 
konsekutive Flachennormalen (vgl. Bd. I, § 19, S. 84). 


Wir untersuchen ferner die Bedeutung yon yr fir 
ein Normalensystem. Aus § 37, (22) und § 4, (6) folgt 


2 
=h— pes : 

Nach Bd. I, § 22, (2) ist aber a der Kriimmungsradius des 
Normalschnitts lings ds. Bezeichnen wir diesen mit R, so 
folgt f Re 

R,+ Rk, —R 


Aus dieser Gleichung berechnet sich einfach die Abszisse r 
des kiirzesten Abstands fiir zwei konsekutive Flichennormalen 
lings einer Richtung, der der Kriimmungsradius R des zu- 
gehérigen Normalschnitts entspricht, R, und R, bedeuten 
dabei die Hauptkriimmungshalbmesser. Fir R= R, folgt 
y=,, ebenso fir R= R, r= R,, wie zu erwarten war. 
Fir R=oo folgt r=0, d. h. zieht man in den Endpunkten 
eines Linienelements einer Asymptotenkurve die Flichen- 
normalen, so ist dieses Linienelement selbst der kirzeste 
Abstand der beiden Normalen. 

Wir fragen weiter: Welches ist die Bedingung dafiir, 
dai ein gegebenes Strahlensystem ein Normalen- 
system bildet? 


§ 38. Anwendung auf Normalensysteme. Thr 


Wir fiihren die Untersuchung nach Bianchi. Wenn 
das Strahlensystem 


(1) E=a+tX, n=yttY, C=2+tZ 

die Normalen einer Fliche bildet, so muf sich ¢ als Funktion 
von u, v so bestimmen lassen, da die Gleichungen (1) nun- 
mehr eine Fiche darstellen, welche die Systemstrahlen senk- 
recht schneidet. Da also in diesem Fall X, Y, Z die 
Richtungskosinus der Normalen jener Fliche sind, so mu 
(2) Xdé+ Ydyn+Zde=0 

sein. Setzt man die aus (1) sich ergebenden Werte fiir 
dé, dy, aC in (2) ein und beachtet, dab *X?=—1, >XdX=0 
ist, so folgt 


dt+>+>Xdxz—0 
oder 


(3) dt= oy x 22) du — Ee dw. 


Die rechte Seite von (3) muf wie die linke ein totales 
Differential sein, es mu8 also 


) Ox 7) Ox 
Gel DX Fu) ~ aul * Fe) 
sein. Hieraus aber folgt sofort 
(4) D’= Di, 
also 
Satz 1. Die Gleichung (4) ist die notwendige 
und hinreichende Bedingung dafiir, da (1) ein 


Normalensystem ist. 
Ist (4) erfiillt, so ergibt sich ¢ aus (3) in der Form 


= Alipee a) a 4 pees dv} + konst 


Fihrt man diesen Wert von ¢ in (1) ein, so erhalt man 
die Gleichungen der Flache, deren Normalen das Normalen- 
system bilden. Wegen der willkiirlichen Konstanten in (5) 
erhalt man eine ganze Schar von Flachen (Parallelflichen), 

welche das Strahlensystem (1) orthogonal schneiden. 
| In der geometrischen Optik spielen die Normalen- 
systeme eine ganz besondere Rolle. Beispielsweise bilden alle 
Kommerell, Theorie der Raumkurven, II. IP 
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Lichtstrahlen, die von einem leuchtenden Punkt ausgehen, 
ein Normalensystem. Erleiden nun diese Strahlen an einer 
Flache (Linsenflache) nach dem Snelliusschen Brechungs- 
gesetz eine Brechung, so bilden die gebrochenen Strahlen 
ein Strahlensystem, das wiederum ein Normalensystem ist. 

Es gilt namlich der 

Satz 2 (von Malus-Dupin). Erleidet ein yon 
Lichtstrahlen gebildetes Normalensystem eine be- 
liebige Anzahl von Reflexionen oder Brechungen, 
so bleibt es stets ein Normalensystem. 

Um diesen fiir die Optik wichtigen Satz zu beweisen, 
zeigen wir zunachst, daB ein Normalensystem nach einer 
Brechung an einer Flache — der Leitflache — wiederum 
ein Normalensystem ist. Dabei setzen wir natirlich voraus, 
daB die Leitflache keine der Orthogonalflachen des Strahlen- 
systems ist. Das Normalensystem (1), fir das D’= Dj gilt, 
erleide also an der Leitfiiche eine Brechung und gehe itiber 
in das Strahlensystem 
(6) 1=7+4X,, m=9th¥,, G=2+44. 

Ist nun « der Winkel, den der Strahl (X, Y, Z) des 
Systems (1) mit der Flachennormalen (a, 6, c) im Punkt P 
der Leitfliche bildet und ebenso «, der Winkel, den der 
gebrochene Strahl (X,, ¥,, Z) mit der Flachennormalen 
bildet, so muS nach dem Snelliusschen Brechungsgesetz 

sin é = sin &, 
sein, wo » der Brechungsindex ist; auSerdem miissen die 
Strahlen (X, Y, Z), (X,, ¥,, Z) und (a, 6, c) in emer Ebene 
liegen. Daraus folgt leicht, da8 
(7) aw=—X+inkX,, bw=—Y+inY,, ew=ZinZ, 


ist, wo w ein Proportionalitatsfaktor ist. Aus der ersten 
Gleichung erhalt man durch Diiferenzieren 


ea ow oOoxX oxX, 
8) Woe dat ee 
ea @w eX no 
(9) Ov Bg dv év Den. aed 


Multipliziert man (8) mit = —,, (9) mit <= ~ und addiert 
jedesmal die analogen Gleichungen, so cack 
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0a0£ ow Ox pape 0X, Ox 


ee 4—= oan pees (a 
Oudv Ov Ou Ov du dv’ 


04a naif oa Ox“ OX Oz OX, 0x 
ax = S35 bait ® “s hae Spee 
Ov a Ou Ov Ou Ov Ou 


Nun ist fiir die Leitflache nach § 2, (13) 


(10) w 


0a 0x Ca Ox 
dudv 


und nach § 2, (9) 


> *% — "hu =f: 


Auferdem ist wegen (4) und § 37, (5) 
OX0x OX 0x 
Ou Pee dv Ou 


Aus (10) und (11) folgt daher durch Subtraktion 


OX, Ox 0X, 0x 
Ou lh dv Ou 


Fiir das Strahlensystem (6) ist also die Bedingung (4) 
erfillt: dasselbe ist demnach in der Tat ein Normalensystem. 
Der Beweis fiir eine Reflexion an der Leitflache ist der- 
selbe, nur hat man »——1 zu setzen. Damit ist der Satz 
bewiesen. 


Anmerkung. Die Flichen, welche das gebrochene Strahlen- 
system orthogonal schneiden, erhalt man, wenn in (5) fir X, Y, Z 
beztiglich Xi, Vi, Z: gesetzt wird. Nimmt man aus (7) die Werte 
yon Xi, ¥i, Z, so folgt aus (5) 


i=—-t 


abgesehen yon einer additiven Konstanten. Nun war ¢ das Stiick 
des Strahls (X, Y, Z) von (1), gemessen von der Leitfliiche bis zu 
einer der Orthogonalflichen des Strahlensystems; trigt man von 
diesem Stiick den nten Teil auf dem gebrochenen Strahl X%, Yi, 7 
von (6) in passendem Sinn ab, so erhilt man einen Punkt einer 
Orthogonalfliche fiir das gebrochene Strahlensystem. Dies ist 
ebenfalls ein bekannter Satz aus der Optik 


12* 
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§ 39. Grenzpunkte und Hauptebenen. Isotrope 
Strahlensysteme. 
Wir kehren zur Betrachtung der allgemeinen Strahlen- 


systeme zuriick und bestimmen aus § 37, (22) die extremen 
Werte von r» (der Abszisse des kiirzesten Abstandes). Man 
hat in jener Gleichung & als variabel zu betrachten und 


erhalt als Bedingung des Maximums bezw. Minimums von 7 

Daud aoe dvu—r(E, du+ F, dv) =0 

i + Di 
2 


Durch Elimination von dw, dv aus (1) erhalt man fiir 
die extremen Werte von r die quadratische Gleichung 


(E, Gy — F?)r? —{D" Ey — (D+ D) Fy + DG,\r 


nop (P a 0. 


(1) 
du+ D” dv—r (Fy du+ G, dv) = 0. 


(2) 


Sind 7, und r, die Wurzeln dieser Gleichung, die, wie 
man leicht zeigt, stets reell und im allgemeinen voneinander 
verschieden sind, so werden dadurch auf dem Strahle (w, v) 
zwei Punkte definiert, die man die Grenzpunkte des 
Strahles nennt, weil offenbar der FuSpunkt des kleinsten 
Abstandes des ‘Strahles (wu, v) von jedem _ benachbarten 
zwischen diese Grenzpunkte fallt. 


Eliminiert man aus (1) 7, so folgt fiir 
Gleichung 


Nee 


du 


oF die quadratische 


9 


a 


E, — DF, \ du? + {px —pa,\ dudv 
(3) Pe AY 

a {px a poe G,| dom 
durch welche in jedem Punkt (uw, v) der Leitflache zwei 
Richtungen definiert werden: sucht man nun fiir den Strahl 
(uw, v) den FuBpunkt des kiirzesten Abstandes zwischen ihm 
und den in diesen Richtungen folgenden Strahlen, so erhilt 
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man eben die Grenzpunkte. Geht man auf der Leitfliche 
immer in den durch (3) definierten Richtungen weiter, so 
erhalt man auf dieser ein doppelt unendliches Kurvensystem 
und (3) stellt die Differentialgleichung dieses Systems dar. 

Wahlt man zur Vereinfachung die Kurven dieses 
Systems als Parameterkurven der Leitfliche, so 
miissen die Koeffizienten von dw? und dv? in (3) identisch 
verschwinden. Hieraus folgt fiir diese speziellen Parameter- 


kurven 
(4) F,=0, D’+ Di—0 
(vgl. auch die Bemerkung unten). Die Gleichung § 37, (22) 
hat jetzt die Form 
D du? + D’ dv? 
se gat st Gagor 
Hieraus folgt mit dv=0 bzw. du=0 fiir die Ab- 
szissen 7, und r, der Grenzpunkte 
ye gh ee U3 
£ y abe Gy 
Unter derselben Annahme (4) berechnen wir ferner 
nach § 37, (20) die Richtungskosinus 1,, m,,, und 1,, m,, N. 
fiir die Richtungen der kleinsten Abstiinde in den Grenz- 
punkten. Es folgt so mit dvu—0s baw. du=0 


(6) Ua 


ee ee 
VG,.0°° . VG, 00” VG, 0”’ 
emo X, flor Onek 1 OZ 


l, 


jE, Ou’? [R, Ow?" TR Ou 
Aus diesen Gleichungen und aus (4) folgt 
1, 2, + m, m, +n, nN, = 0 
und der ’ 

Satz 1. Die Richtungen der kirzesten Ab- 
stinde in den Grenzpunkten eines Strahles stehen 
aufeinander senkrecht. ; 

Die zwei Ebenen durch den Strahl, welche durch 
diese zwei kiirzesten Abstiinde gelegt werden kénnen, heifen 
die Hauptebenen des Strahles: die beiden Hauptebenen 
stehen daher aufeinander senkrecht. 
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Bezeichnet man mit w den Winkel, den der kleinste 
Abstand dp des Strahles (u,v) vom Strahl (w+ du, v+ dv) 
mit dem kiirzesten Abstand im ersten Grenzpunkt (dv —0) 
bildet, so hat man cosa =Jl,-+mm,-+ mn, und daher nach 
§ 37, (20) 


ales E, dw? py peso G, dv? 
C08 O= Fr du + G, dv” ~ Fi, du? + G, dvi 

Aus diesen Gleichungen und (5), (6) folgt die Hamil- 
tonsche Gleichung 


(7) r=T7, cos? w+ 7, sin? w. 


Anmerkung. An die Gleichung (3) kniipft sich noch eine 
Bemerkung an: (3) wird namlich fiir alle Werte dw: dv befriedigt 
und darum illusorisch, wenn 


D’ 4 
(8) D:— tt, D1 = By: By: Gy, 


Fir diesen Fall folgt aus § 37, (22), daf& die Abszissen der 
FuBpunkte der kiirzesten Abstiinde alle einander gleich werden 
und dafs die beiden Grenzpunkte zusammenfallen: Die FuB- 
punkte simtlicher Minimalabstinde des Strahles (wu, v) 
von allen benachbarten Strahlen dieses speziellen 
Strahlensystems fallen in einen Punkt des Strahles 
(u, v). Diese merkwiirdigen Strahlensysteme heiBen isotrope 
(Ribaucour). 


§ 40. Abwickelbare Flichen, Brennpunkte der 
Strahlensysteme. 


Jede Gleichung von der Form 
(1) P (u,v) =0 
scheidet aus dem Strahlensystem oo! Strahlen aus; diese 
bilden eine Regelfliche, vgl. § 37, (2). Gibt es unter 
diesen Regelflichen abwickelbare Flachen? 

Wir haben zu diesem Zweck die Bedingung aufzustellen 
dafiir, daB der Strahl (w, v) den benachbarten (w+ du, v+ dv) 
schneidet. 

Setzt man in § 37, (11) dy=0O und multipliziert die 
OX OY 0% 


Gleichungen der Reihe nach zuerst mit Deaeinen 
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AOb ay 20 WA , ; 
dann mit ae? oe ae und addiert beidemal, so folgt 


wegen ie ei =>xS =—=0 


(2) D du+D’ pp eta te ane 

a Di du+ D” dv — 0 (Fy du+ G, dv) =0, 

wobei fir ¢,, das bis auf eine unendlich kleine Gréfe der 
ersten Ordnung gleich ¢ ist (vgl. § 37, 8S. 174), 0 gesetzt ist: 
o bedeutet also die Abszisse des Schnittpunktes der beiden 
konsekutiven Strahlen. Eliminiert man aus (2) 9, so folgt 


3) Ddu+D' dv E,du+F,dv 
( er ar F Gut G, de 


Diese Gleichung driickt in der Tat nach § 37, (21) aus, 
daB dp=O ist. Eliminiert man dagegen aus (2) du:dv, 
so erhalt man 
(4) @ 2(E, Go — Fi)—e[D” E, — (D’+ Di) Fy + DG] 

+ DD” —D'Dj=0. 

Die Differentialgleichung (3) definiert nun auf der Leit- 
fliche zwei Kurvensysteme: die Strahlen des Systems lings 
dieser Kurven bilden die abwickelbaren Flaichen, deren 
Gleichungen (1) man durch Integration von (3) erhilt. Also 

Satz 1. Die Systemstrahlen lassen sich in zwei 
(reelle oder imaginare) Scharen abwickelbarer 
Flachen zusammenfassen, indem durch jeden Strahl 
zwei abwickelbare Flichen hindurch gehen. 

Fiir einen Strahl des Systems gibt es daher zwei un- 
endlich benachbarte Strahlen, die ihn schneiden: die Abszissen 
0, und g, der beiden Schnittpunkte P, und P, sind die 
Wurzeln von (4). Diese Punkte nennt man die Brenn- 
punkte des Strahles: fiir ein optisches Strahlensystem 
sind die Brennpunkte die Orte gréSter Licht- und Warme- 
konzentration, daher der Name. Die Brennpunkte kénnen 
reell oder imaginar sein. Aus (4) und § 39, (2) folgt 


= (0). 


(5) Qi FQ=1+T1s 
und 

(D’— Dt)? 
(6) (1112)? (01 =e)? = ’ 


eer 
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Aus (5) ergibt sich, daB der Mittelpunkt der Grenzpunkte 
mit dem Mittelpunkt der Brennpunkte zusammenfiallt. Dieser 
Punkt heifSt daher der Mittelpunkt des Strahls und der 
Ort der Mittelpunkte die Mittelfliche. Die Brennpunkte 
liegen innerhalb der Grenzpunkte, wie aus (6) und der 
Definition der Grenzpunkte hervorgeht. 

Die Brennpunkte fiihren noch zu zwei Ebenen, den 
Brennebenen: es sind die Ebenen durch den Strahl und 
die beiden benachbarten durch die Brennpunkte gehen- 
den Strahlen. Um die Lage der Brennebenen zu den Haupt- 
ebenen (vgl. § 39, S. 181) und den Winkel 2 der Brenn- 
ebenen zu bestimmen, wihlen wir als Leitfliche des Strahlen- 
systems die Mittelfliiche. Ist d der Abstand der Grenzpunkte, 
6 der Abstand der Brennpunkte, so ist 

d d ty) é 


(7) Hy ig a Ge Grate 
und die Hamiltonsche Gleichung § 39, (7) lautet 


(8) r= « cos 2 w. 

Dabei bedeutet m den Winkel, den der kiirzeste Ab- 
stand entsprechend der Abszisse 7 mit dem kiirzesten Ab- 
stand im ersten Grenzpunkt (#=0) bildet. Aus (8) erhalt 


. wt Lf é 
man fir o=0, o= BATS der Reihe nach den ersten 


Grenzpunkt, den Mittelpunkt und den zweiten Grenzpunkt. 
Sind nun @, und @, die Werte*) fiir @ in den beiden 


Brennpunkten 0, = e Ds 2s » So ist nach (8) 
) 
(9) qa C8 213 — GF = 008 2 @e. 


Die Brennebenen bilden nun mit der ersten Haupt- 


ebene beziiglich die Winkel w, + a und @,-+ = und der 


*) Auch bei den Brennpunkten kann von einer Richtung 
des klirzesten Abstands gesprochen werden, da dieser nicht gleich 
Null, sondern nur unendlich klein von der zweiten Ordnung ist. 
Die Richtungen der kirzesten Abstiinde in den Brennpunkten 
stehen offenbar auf den Brennebenen senkrecht. 


§ 41. Brennflachen. 185 
Winkel © der beiden Brennebenen ist daher gleich w,—«,. 
Aus (9) folgt O+0,= 5 woraus sich ergibt, daf die 
Brennebenen mit den Hauptebenen gleiche Winkel bilden. 
Es ist weiter Q2=o,—a, =7—2 ow, und daher nach (9) 


(10) in =". 

Satz 2. Der Sinus des Winkels der Brenn- 
ebenen ist gleich dem Verhiltnis des Brennpunkt- 
abstands zum Grenzpunktabstand. 


§ 41. Brennflichen. 


Die Brennpunkte fiihren weiter zu zwei wichtigen 
Flachen, den Brennflichen — dem geometrischen Ort 
der ersten bezw. zweiten Brennpunkte. Die Brennflichen 
werden auch durch die Riickkehrkanten der beiden Scharen 
yon abwickelbaren Flachen (vgl. § 40) erzeugt und zwar die 
erste Brennfliche B, durch die Riickkehrkanten der ersten 
Schar, die zweite B, durch die Riickkehrkanten der zweiten 
Schar. Diese Riickkehrkanten heifen die Brennlinien. 

Zur weiteren Untersuchung legen wir als Leitflache 
die Mittelflache zu Grunde; dieselbe mége durch die 
Gleichungen z= z(u,v), y=y (u,v), 2=2(u,v) gegeben sein. 
Sind wieder X, Y, Z die Richtungskosinus des Strahls, x, 
Y,, 2, die Koordinaten des ersten Brennpunkts P,, der also 
ein Punkt von B, ist, und ebenso %,, y, 2 die Koordinaten 
des zweiten Brennpunkts P, (auf B,), so lauten, wenn 6 
wieder den Brennpunktsabstand bedeutet, die Gleichungen 
fir B, 


6 6 6 
(1) m=ao+ 5X, wA=—Y¥tsZY, mato 
und die Gleichungen fir B, 

to) 6 6 
(2) &,=—a—> X, 2 =4— 5 a; = 8— 5 


Zar Vereinfachung setzen wir weiter voraus, daf auf 
der Mittelfliche die Kurven, lings deren sich konse- 
kutive Systemstrahlen schneiden, die Parameter- 
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kurven w=konst., v=konst. seien (s. Fig. 36). Die 
Strahlen lings der Kurven v=konst. bilden dann die eine 
Schar, die Strahlen lings der Kurven «—konst. die andere 
Schar von abwickelbaren Flaichen. Die Riickkehrkanten der 


44 consl.(Brennlinie). 
Aweite Brennflace. 


v-cons. 
zweitle 
Brennebene. 
Mittelfliche ami! 
Erste Brennebene. 
ee 

ape speak a Lrste Brenn{lache. 

v-const(Brenntinie). 


Fig. 36. 


abwickelbaren Flachen v= konst. erfiillen dann offenbar 
eine der Brennflichen, sagen wir B, und die Kanten der 
Flichen «—konst. B,. Auf B, sind also die Kurven 
v=konst., auf B, die Kurven «—konst. die Brennlinien. 
Ehe wir von (1) und (2) Gebrauch machen, leiten wir 
einige Satze von den Brennflichen ab. Zunichst gilt offenbar 
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Satz 1. Jeder Systemstrahl berihrt B, und B, 
in den Brennpunkten P, und P,, und zwar berihrt 
er in P, die Brennlinie Yom konst. von B,, in P, die 
Brennlinie «=konst. von B, (s. Fig. 36.) Das Strahlen- 
system besteht daher auch aus der Gesamtheit der Tangenten 
der Brennlinien von B, (und ebenso von B,). 

Nehmen wir weiter lings einer Kurve v=konst. der 
Mittelflache zwei konsekutive Strahlen, so ist die Ebene 
dieser zwei Strahlen (Brennebene) Schmiegungsebene der 
Brennlinie v=konst. durch P, in B,. Diese Ebene ist 
aber offenbar auch Tangentialebene von B, in P,. Wir 
haben also 

Satz 2. Die Schmiegungsebene der Brennlinie 
v—=konst. von B, in P, ist die Tangentialebene der 
Flache B, in P, und analog fiir B,, P, und B,, P,. 

Satz 3. Die Schmiegungsebene der Brennlinie 
in P, auf B, ist die erste Brennebene, die Tangential- 
ebene in P, an B, die andere, ihr Winkel ist daher 
der Winkel 2 der Brennebenen. 

Die Schmiegungsebenen der Brennlinie v= konst. von 
B, bilden eine abwickelbare Fliche, die auch erhalten wird, 
wenn man alle Tangentialebenen an B, lings der Parameter- 
linie v=konst. von B, legt. Da nun die Erzeugenden 
dieser abwickelbaren Fliche die Schnittgeraden konsekutiver 
Tangentenebenen von B, sind und die Richtung der Kurven 
wu = konst. auf B, angeben, so folgt nach Bd. I, § 19, S. 82. 

Satz 4. Die Parameterlinien bilden auf den 
Brennflichen ein konjugiertes System. Oder die 
beiden Scharen von abwickelbaren Flaichen schnei- 
den jede der Brennflichen in einem konjugierten 
System. 

Weiter gilt baonbax 

Satz 5. In der sphiarischen Abbildung des 
Strahlensystems ist der Winkel der Kurven ant 
der Kugel, die den Parameterkurven entsprechen, 
in jedem Punkt gleich dem Winkel 2 der Brenn- 
ebenen des betreffenden Strahles. 

Anmerkung. Der Leser bemerkt die grofe Ahnlichkeit 
dieser Sitze mit den Sitzen tiber die beiden Mantel der Centra- 


fliche (vgl. § 16). In der Tat sind diese letzteren fiir das 
Normalensystem einer Fliche identisch mit den Brennfliichen, 
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da hier die abwickelbaren Flichen von den Fliichennormalen 
lings der Kriimmungslinien gebildet werden. Fiir ein Normal- 
system ist weiter nach § 38, (4) D’—=D{ und daher nach § 40, (6) 


d=6 und nach § 40, (10) Q=F. Die Brennpunkte fallen also 


mit den Grenzpunkten zusammen (es sind die Hauptkrimmungs- 
mittelpunkte) und die Brennebenen (Hauptschnitte) stehen autf- 
einander senkrecht. Umgekehrt, ist jedes Strahlensystem, 
fiir das die Grenzpunkte mit den Brennpunkten zu- 
sammenfallen, notwendig ein Normalensystem; denn 
mit d= 6 folgt aus § 40, (6) D’=D{, womit nach § 38, (4) das 
Gesagte bewiesen ist. 


§ 42. Pseudosphiirische Strahlensysteme. 


Von besonderem Interesse sind solche spezielle 
Strahlensysteme, fiir welche der Abstand 6 der Brenn- 
punkte und der Abstand d der Grenzpunkte je kon- 
stanten Wert besitzen. Diese Strahlensysteme heifen 
pseudosphiarische Strahlensysteme, weil der Satz gilt 


Satz 1. Die beiden Brennflichen eines pseudo- 
spharischen Strahlensystems sind pseudospharische 
Flichen, d. h. Flachen von konstantem negativem 
Krimmungsmad. 

Beweis. 

Unter denselben Voraussetzungen wie in § 41, 8. 185 
haben wir fiir die beiden Brennflachen B, und B, 


6 0 to) 
(1) %=a+ 5X, w=Yts ¥, 4=8t+o 4, 


) ) ) 
(2) t,=—t&—_X, Y=Y¥—5Z¥, fy =a— of. 
Fiir unsern Fall ist 6 eine Konstante. Die Kurven 
v= konst. sind die Brennlinien von B,, die Kurven w= konst. 
die von B, (s. Fig. 36). Nach § 37, (6) haben wir fiir das 
Linienelement des sphirischen Bildes des Strahlensystems 


ds? —SdX? = By dw+2F,dudv+G,dv? 
und fiir den Winkel 2 der Parameterkurven der Kugel, 


der nach § 41, Satz 5 gleich dem Winkel der Brennebenen 
ist, nach § 1, (18) 
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(3) cos Q = Folks sin Q= | By Go = Fo 
VE, Go VE, Gy 


Da nun d und 6 konstant sind, so ist nach § 40, (10) 
auch 2 konstant. 

Wir bilden nun die 6 Fundamentalgréfen fir B, und B,. 
Dabei versehen wir alle auf B, beziiglichen Gréfen mit 
dem Index 1, alle fir B, mit dem Index 2. Da die 
Richtungskosinus der Tangente an die Brennlinie v= konst. 

4 
im Punkt P, von B, proportional mit a eek bie 
Ou’ Ou’ Ou 
[§ 1, (17)] und andererseits nach § 41, Satz (1) beziiglich 
= A, Y, Z sind, so ist 


OX, nm, “3ax 


4) Ou Ou 2 du aha 
und analog 

Ox Oe 0 CX 
©) ie. tas Tt 


wobei (5) ausdriickt, daf der Strahl die Brennlinie 4 = 
konst, von B, beriihrt; 4 und w sind Proportionalitats- 
faktoren. Fiir y und z gelten die entsprechenden Gleichungen. 


2 
Bildet man aus (4) und (5) ee so folgt 


ox Ox OAs nd H) o2xX 
(6) Hs + X(E— du) dudv 

nebst den analogen Gleichungen in Y und Z Nun ist fir 
die Bildkugel nach § 4, (14) 


02 X OX OX 
(7) dudv POFy ap 15, ee te 


wo pj, 9 die in § 1, (22) angegebene Bedeutung haben, 
aber fiir das Linienelement der Kugel gebildet sind. Aus 
(6) und (7) folgt 

ox ox Os Ou (v5 OX ) 
a, ho BE 


nebst den analogen Gleichungen in Y und Z. Multipliziert 


A 
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; i: ees ee 
man nun einmal mit aa dann mit ip? und addiert jedes- 
mal die analogen Gleichungen, so folgt nach § 37, (5) und 


wegen Pak ees => x= 0 


AF, — wp Ey = 8 (pp Ey +% Fh), 
AG) — wy = 8 (ps Fo + 96 Go) 


und hieraus 


(8) A=60 9, U= — Opo- 
Aus (4), (5) und (8) erhalten wir 
dx 0 , 5 dx 8 ( f aa 
(9) Seng (28x du)’ dv 2 en. Ov 
Nun ist nach (5) = =AX und nach (1) 
dc, Ox , 60X 
dv dv" 2 dv 
und daher nach (8) und (9) 
Ou, ‘ Oa, ( ; | 
(10) co = dX, Teenie — po X + a 


nebst den analogen Gleichungen fiir y, und 4. 
Fiir die Fundamentalgréfen erster Ordnung E,, 


2 
F,, G, von B, erhalten wir aus (10) |Z ->( ) etc 


OX; 
Ou 


(11) Ey bai o qs» F, SSP é Po qo, G, — o (po + Go, 
Ai= E, G, — Fi= 649%" G,. 

Um auch die Fundamentalgréfen zweiter Ord- 
nung aufzustellen, haben wir nach § 2, (13) zundchst die 
Richtungskosinus a@,, b,, ¢, fiir die Normale der Flaiche B, 
zu bilden. Diese ist nach § 41, Satz 2 parallel der Binor- 
malen der Kurve «= konst. von B,, steht also senkrecht 


auf zwei konsekutiven Tangenten derselben, d. h. es be- 
stehen die Gleichungen 


(12) a, Xb, Heit w, 
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uf ich Om 

(13) a by x’ Wella 

die sich auch aus ee mit ile eal von § 2, (9) 
hatten herleiten lassen. Aus (12) und (13) folgt nach 
Bd. I, Einl. (14) und (15) und wegen a?+0?+cC—=1 

Pes oa OZ Zo 4 ), 
VG 

nebst den entsprechenden Gleichungen fiir b, und ¢,, die 
sich durch zyklische Vertauschung ergeben. Weiter sind 
die zweiten partiellen Ableitungen von 2,, y,, 2, nach u 


und v aus (10) zu bilden. Man erhalt mit Benutzung 
von § 4, (14) 


a — 4 ,ox i) 
— = , 


(14) 


év Ov 


Cu? u Ou 
072, ae ox *) 
(15) st =| a = ayy 
e724, ox Ope ox ) 
Ov? i  — ov Set Poa a ge Ov —G,X 
Beachtet man noch, daf nach § 2, (10) 
AO 
= Cu ov 
(16) Y he oYl_»,-/EG,—F 
OZ ce 
# Ou 00 | 


ist, so erhalt man nach § 2, (13) und mit Benutzung von 
(12)—(16) fir die Fundamentalgré8en zweiter Ord- 


nung von B, 
a 1G, ’ 
(17) : 


Di{= 66 Ey Go— FAV Gy. 
Ey 


Die Werte von D, und Dj ergeben sich direkt; fir 
DY erbalt man zunachst 


D= 
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— dp VE Gy — F% 
1G 


Differenziert man jedoch die erste Gleichung (3) partiell 
nach v und beachtet, daf Q konstant ist, so folgt mit § 1, (21) 


(18) DY 


und (22), daB pg = — reel ist, hieraus erhailt man den in 
0 
(17) angegebenen Wert von DY. 
Die Fundamentalgréfen fiir B, erhalt man aus (11) 
und (17), wenn man w mit » und 6 mit —d vertauscht 
(vgl. § 2, Anm. 1.) 


toy La PG), Bs = 8886 a, Gs = 0° po, 
dn) E, Gre tae 
D; 4 G ’ s=0, 
(20) Es 
py — oP) Bo Go — Fo, 
\Z, 


Aus Dj =0, D;=0 ergibt sich nach § 3, Satz 1., dab 
die Parameterlinien konjugiert sind, vgl. § 41, Satz 4. Wir 
bilden nun das Kriimmungsma 


FINI 19 Y _- fye3 
j, PD = DP ng g, Pa DI— DY 
fir B, und B,. Es folgt 


Oe BG ar 
bor ia — esas 
und hieraus nach (3) und § 40, (10) 
1 
(21) ie iy ae 


Das Kriimmungsma§ beider Brennflaichen eines 
pseudosphiarischen Strahlensystems ist somit kon- 
stant und zwar gleich dem negativen reziproken 
Quadrat des Abstands der Grenzpunkte. Damit ist 
der Satz 1. bewiesen. 

Wir fiihren noch zwei weitere interessante Sitze fir B, 
und B, an. Die Differentialgleichung der Kriimmungslinien 
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ist, nach § 3, (10a) gebildet, fiir beide Brennflichen dieselbe 
_namlich 
(22) po 96 (Ey du? + G, dv?\—du dv (Ey ps? +E, Go + Gy go?) = 0. 

Nennt man nun zwei Punkte P, und P, von B, bezw. 
B,, die demselben Parameterpaar (w, v) zugehdren, ent- 
sprechend, und ebenso zwei Kurven, die durch dieselbe 
Gleichung ®(u,v)=0 definiert sind, so gilt also der 

Satz 2. Auf den beiden Brennflichen eines 
pseudospharischen Strahlensystems entsprechen die 
Krimmungslinien einander, 

Die Differentialgleichung der Asymptotenlinien § 3, (6) 
ist ebenfalls fiir beide Brennflichen dieselbe, nimlich 
(23) EF, du? — G, dv? =0. 


Bildet man endlich die Ausdriicke fiir die Linienelemente 
ds, und ds, der Brennflichen, so erhalt man 
(24) ds; — 6? {(qh du — ph dv)? + G, dv} 
(25) ds; = 62{(qo du — ph dv)? + E, du®} 
und es folgt aus (23), daB fiir die Asymptotenlinien ds, = ds, 
wird. Wir haben also 

Satz 3. Auf den beiden Brennflichen eines 
pseudospharischen Strahlensystems entsprechen sich 
die Asymptotenlinien und entsprechende Bogen- 
stiicke derselben sind gleich lang. 

Nach § 41, Satz 3 folgt endlich 

Satz 4. Die Brennlinien auf den Brennflaichen 
eines pseudosphiarischen Strahlensystems sind 


Kurvyen, derenSchmiegungsebene mit der Tangential- 


ebene den konstanten Winkel Q bildet. Ist Q=2, 


so sind die Brennlinien geodatische Linien. 


§ 43. Bicklundsche Transformation fiir die 

pseudosphiirischen Fliichen. 

Im vorigen Paragraphen hat sich ergeben, dali die 
Brennflichen eines pseudosphirischen Strahlensystems kon- 
stantes negatives Kriimmungsmas besitzen. Da jeder System- 

Kommerell, Theorie der Raumkurven, II. 13 
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strahl beide Flachen berithrt, so mu es umgekehrt méglich 
sein, aus einer gegebenen Flaiche von konstantem negativem 
Kriimmungsmaf eine zweite derartige dadurch herzuleiten, 
daB man in jedem Punkt der Fliche in geeigneter Richtung 
eine Tangente zieht und auf dieser ein konstantes Stiick ab- 
trigt. Diese Transformation, die die Ableitung neuer 
pseudosphiarischer Flachen erméglicht, heift nach Backlund, 
der sich zuerst eingehend damit beschaftigt hat, die Baick- 
lundsche Transformation. . 

Sind x, y, 2 die Koordinaten eines Punkts P der ge- 
gebenen pseudosphirischen Fliche B, deren Kriimmungsmaf 
wir der Einfachheit halber = —1 setzen, a,, B,, y, und 
dg, Bo, Yo die Richtungskosinus der Hauptkriimmungsrich- 
tungen in P und bedeutet % den Winkel, den eine durch 
P gehende Flachentangente mit der Richtung (a,, f;, 7;) 
macht, so sind die Gleichungen 

L, =x + 6(a, cos d+ a, sin #) 
(1) I, =¥ + 6(B, cos + f, sin #) 

4 =2+06(y, cos? + y, sin #) 
der analytische Ausdruck einer solchen Transformation. In 
der Tat stellen diese Gleichungen, wenn % eine Funktion 
von w, v und 6 ein variabler Parameter ist, ein Strahlen- 
system dar. 

Wir haben nun in (1) @ als Funktion von wu, v so zu 
bestimmen, daf das Strahlensystem ein pseudospharisches ist. 
Zu diesem Zweck ist erforderlich, daS fir ein konstantes 
6 der zweite Brennpunkt P, mit den Koordinaten 2, y,, 2, 
eine pseudosphirische Flaiche B, beschreibt, wenn der erste 
Brennpunkt P mit den Koordinaten x, y, 2 die gegebene ~ 
Flaiche B durchlauft. Da das Kriimmungsmaf von B= —1 
gesetzt ist, so ist nach § 42, (21) d=1 und nach § 40, (10) 


(2) 6=sin Q, 

Wir nehmen nun, wie in § 15 Schlu8, an, daB die 
Flache B auf ihre Asymptotenlinien als Parameter- 
kuryen bezogen sei. Es ist also nach § 15, (16) und (17) 
(3) H=1,:.F=cos2m, G=1,) N= singer 

ds? = du? + 2cos2wdudv-+ dv?; 
(4) D #0, 1D sin 2 th UD 785 
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Dabei bedeutet 2m den Winkel der Asymptotenlinien, 
er geniigt als Funktion von u,v der Gleichung (5). Die 
Differentialgleichung der Kriimmungslinien lautet nach § 3, (10a) 


(6) du? — dv? =0. 
Es sind also w — v = konst. und w-+-v = konst. die Glei- 
chungen der Kriimmungslinien. Die Richtungskosinus a,, /,, 7; 


mégen der Schar «—v=konst., a,, 6, y, der Schar 
u-+v=konst. zugehéren. Es ist dann nach (3) und § 1, (12) 


Or Ox Ox Ox 

(7) Ov Ou Ov ou 
a, = Ay : : 

uacsa.! . Bane.” 


analoge Gleichungen gelten fiir £,, 6,, y,, y.. Aus (7) folgt 
noch 


id cos sin 
=~ =a 5 —— @M 
6 1 2 , 
(8) as 
ap cos w -+ a, SIN@. 
Die Gleichungen § 2, (20) lauten 
Ceo 9 Om On _ 2 ewox 
Out ©”? Gudu sin2@ou ov’ 
On 
ea F 
(9) Dude eso, 
Cn Ow0x 2 dOwdz 
eee ay ala dou 


Aus (8) und (9) folgt noch 


Oa, Ow ’ Oa, Ow ; 
See Dy ay Os 


Ou ; 210 
ee Cag. | Ow 0d 0 
aa ti ag 2008 a 1 Pete ae 


Nunmehr bilden wir aus (1) die Fundamentalgréfen 
erster Ordnung F,, F,, G, fiir B,. Da nach (3) fir 
»=konst. ds=du und fiir «=konst. ds =dv wird, so be- 

13* 


(11) 


(12) 


(13) 


(14) 
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deuten die Parameter w, v fir B die Bogen der Asymp- 
totenkurven. Nach § 42, Satz 3 miissen demnach, wenn 
das Strahlensystem (1) ein pseudospharisches sein soll, auch 
fiir B, die Kurven «=konst., v=konst. die ‘Asymptoten- 
linien und w, v fk Bogen derselben sein. Es muB also 
notwendig H,—G,—1 sein. Wir werden sehen, daB diese 
Bedingung hinreichend ist fiir die Bestimmung der Funk- 
tion # und daf in der Tat B, dann eine pseudospharische 
Flache ist. 


Aus (1), (8) und (10) folgt nun 


“21 — cos @—dsin oO Na, -- {sino + d.coso F—9)| as 
+adsin(?+o), 

“41 — feos —dsing PFO} a, + Ree ay 
—adsin(i— ao). 


Aus (11) ergibt sich nun 
E,=1—26 sin (6 + Dee ce (“+ sin®(0 + «)| 


WS) 


— sin (? — ) sin (O+o)}, 


SOLO) | sin Po) 


F, = cos 2» — 8 {sin (9 + w) S 


0(8— aw) 0(8+ a) 
Ou Ov 


+0" 


G21 2 3anoeney ae) + 42 (PC Fol sint(9—o)} 


Soll nun LE, = G,=1 sein, so folgt aus (12) und (14) . 


2 sin (®+ w) a eet sey + sin? (9+ @)}=0 


2sin(Q—oy FEO) gC rolls sin? ee 


Wie erhalten also je eine quadratische Gleichung fir 


0 (d— 0 
= a und on @) Die Auflésung derselben ergibt 


unter Benutzung von (2) 
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0(@—w) 1+cosQ 


(15) a ea sin (} +), 
O(@+a@) lA+cosQ. 
(16) av sin O sin (?—). 


Um zu entscheiden, mit welchem Vorzeichen cos 2 in 
(15) und (16) zu versehen ist, differenziere man (15) nach »v, 
(16) nach « und subtrahiere. Man erhilt so 


2m (1+cos) (L+cosQ). 
oudv sin? Q sik 
Aus (5) folgt nun, daf man in (15) und (16) ent- 
gegengesetzte Vorzeichen zu setzen hat, also entweder 


in (15) +, in (16) —, oder umgekehrt. Im ersten Falle 
haben wir 


0 (9— 
ae ®) _ tg? sin (9+), 
(17) : 
(d+ w) Oe 
ap = ig 9 sin (#—w). 


Der zweite Fall folgt hieraus, wenn 1— 2 fiir Q ge- 
setzt wird, was offenbar gestattet ist, da (2 entweder den 
spitzen oder den stumpfen Winkel zwischen den Brenn- 
ebenen bedeutet. Den Gleichungen (17) hat 3 als Funktion 
von wu, v zu geniigen: dieselben sind integrabel, da (5) die 
Integrabilitatsbedingung ist. Ist & ein Integral von (17), 
so stellen die Gleichungen (1) die transformierte pseudo- 
spharische Flache dar. Um dies einzusehen, setzen wir die 


ana EO) in (49) eth: wir 1 
Ou dv 

halten so 

(18) H,=1,. F,=cos26, G,=1. 


Differenziert man weiter die erste Gleichung (17) nach », 
die zweite nach w und addiert, so folgt 


O20 
Ou Ov 

Bildet man endlich fir das Linienelement 
ds? = du? + 2 cos 29 du dv + dv? 


(19) sin 20. 
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nach § 11, (10) das Kriimmungsmaf &, fiir B,, so folgt 
mit Riicksicht auf (19) in der Tat 


(20) hee 


Aus (18) und (19) ist ersichtlich, dai 20 fir die trans- 
formierte Fliche B, dieselbe Bedeutung hat wie 2 fiir die 
Ausgangsfliche B; 23 ist also der Winkel der Asymptoten- 
linien der transformierten Flache, und w, v sind auch fir 
B, die Parameter der Asymptotenlinien. 

Wir schlieBen noch einige Bemerkungen tiber die Inte- 
gration von (17) an. Statt (17) kann man namlich auch 


Q . é Guu F) 


schreiben. Fiihrt man hier tes —w als neue Variable ein, 


so geht (21) in eine Differentialgleichung vom Riccatischen 
Typus 


(22) dw=(Aw?+ Bw+ C)du+(A,w? + B,w+C,)dv 


tiber, wo A, B, C; A,, B,, C, gegebene Funktionen von w, v 
sind. Nach den Siatzen iiber Riccatische Differential- 
gleichungen*) geniigt aber die Kenntnis eines partikularen 
Integrals von (22), um das allgemeine Integral von (22) und 
darum von (17) blo®8 durch Quadraturen zu ermitteln. Es 
folgt so der 


Satz. Kennt man zu der Ausgangsfliche B nur 
eine abgeleitete B,, so lassen sich alle anderen ab- 
geleiteten (zu demselben Q gehérigen) lediglich 
durch Quadraturen ermitteln. 

Zusatz. Auch die abgeleiteten aller abgeleiteten 
Flachen bestimmen sich blo8 durch Quadraturen. Denn ist 
B, eine abgeleitete von B, so ist auch B fir B, (diese als 
Ausgangsfliche betrachtet) eine abgeleitete von B, und be- 
kannt. Man kennt also fiir B, eine abgeleitete Flache. 


*) Vgl. 8. S. XIII, Schlesinger, Differentialgleichungen, 
II. Kapitel. 
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§ 44. Die Komplementirtransformation. 


Setzt man § 43, (17 Due) so erhailt man eine spe- 
9 P 


zielle Bicklundsche Transformation. Die Gleichungen 
fiir @ lauten dann einfach 


(1) oe — 2) _ sin( + o) 


Nach § 42, Satz 4 sind dann die Brennlinien yon B 
lauter geoditische Linien. Das Strahlensystem ist aber, da 
nach § 40, (10) d=d ist, in diesem Falle nach § 41 Anm, 
ein Normalensystem. ist daher der eine Centramantel 
einer der Orthogonalflichen des Strahlensystems, die abgeleitete 
B, der andere. Deshalb heift B, die Komplementir- 
fliche von B und die Transformation (1) die Komple- 
mentartransformation. Geometrisch erhalt man die B, 
aus B, wenn man auf B eine Schar geodiitischer Linien, 
die sich im Endlichen nicht schneiden, konstruiert und auf 
den Tangenten dieser vom Beriihrungspunkt ein konstantes 
Stiick = 1 [=d=6] abtrigt. Da nun der eine Endpunkt 
jeder dieser Strecken der eine Hauptkriimmungsmittelpunkt, 
der andere Endpunkt der zweite Hauptkriimmungsmittel- 
punkt der Orthogonalflichen des Strahlensystems ist, so 
sieht man, dai diese Orthogonalfliichen lauter W-Flichen 
mit der Gleichung 


d(P+o) 
(ia | ia aay 


sin (8 — ow). 


[ee | 


sind. Vel. hierzu die Satze in § 45, 1 (c). 

Bemerkung. Man kénnte versuchen, die fiir die 
pseudosphirischen Flachen gefundenen Resultate auf die 
Flachen von konstantem positivem Kriimmungsmai zu 
iibertragen. Da aber auf diesen die Asymptotenlinien ima- 
gindr sind, so sind auch w und @ imaginir und die ent- 
sprechenden Baicklundschen Transformationen geben, auf 
eine reelle Flaiche yom Krimmungsmaf = --1 angewandt, 
imagindre Flichen. Indessen labt sich zeigen, dab durch 
Anwendung einer zweiten passenden Bicklundschen 
Transformation auf diese imaginiire Fliche wieder eine 
reelle Flache von konstantem Kriimmungsmaf = +1. er- 
halten wird. Wir miissen es uns versagen, hierauf niher 
einzugehen. 
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1. Da jedem Punkt P einer Fliche ein Punkt P, auf 
dem ersten und ein Punkt P, auf dem zweiten Centramantel 
entspricht, kann man yon einer Beziehung der Punkte 
des ersten Mantels auf die Punkte des zweiten Mantels 
reden, Man zeige nun 

a) Fir eine W-Fliche und nur fiir eine solche ent- 
sprechen die Asymptotenkurven des ersten Centramantels 
den Asymptotenkurven auf dem zweiten (Ribaucour) (16,21). 

b) Auf einer Fliche von konstantem Kriimmungsmai 
und nur auf einer solchen entsprechen den Asymptotenkurven 
der Fliche die Asymptotenkurven auf den beiden Manteln 
der Centrafliche (16, 21). 

c) Nur fiir die beiden Mantel der Centraflichen der- 
jenigen W-Flachen, welche durch die Gleichung 


R,—R,=R (R=konst.) 


definiert sind, entsprechen sich die Kriimmungslinien. Die 
beiden Mantel sind in diesem Falle Flichen von konstantem 


= ;- Die Asymptotenkurven 
der beiden Mintel entsprechen sich (a) und itiberdies sind 
entsprechende Bogen solcher Asymptotenkurven gleich lang 
(16, 21, 44). 

2. Bezeichnet man mit /,\das Kriimmungsmaf in einem 
Punkt des ersten Centramantels einer W-Flache, mit k, das 
Kriimmungsma$ im entsprechenden Punkt des zweiten Mantels, 
so ist 1 

likes any (Halphen) (16, 21). 

3. Auf welche Rotationsfliche sind die Centramantel 
der Minimalflichen abwickelbar? (21). 

4. Man stelle nach § 22, Schlu8 die endlichen Glei- 
chungen aller Minimalflichen auf. (Man fiihre in den be-+ 
ziiglichen Gleichungen statt «,v die Parameter der Minimal- 
linien ein durch die Gleichungen w+ iv=a, w—iv=f). 

5. Gesucht sind die Gleichungen der W-Flachen, fir 
welche der eine Hauptkriimmungshalbmesser R, einen kon- 
stanten Wert=C hat. Wir deuten den Gang: der Lésung 
kurz an: Aus § 22, (7), (8) folgt 


negativem Kriimmungsmafi = — 
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@  R=C+w, R=0, d§=“ yan. 


Sind weiter a, 8, y; 4, “,» sechs willkiirliche Funktionen 
von « allein, welche den Gleichungen 2Ya?=—2/?=1, 
ai=0 geniigen und daher als Richtungskosinus der Tan- 
gente bezw. Binormale einer beliebigen Raumkurve, deren 
Bogen wu ist, aufgefaft werden kénnen, so folgt durch Inte- 
gration der dritten Gleichung § 4, (14) [X=a, Y=b, 
=e 


a=asinv-+Acosv, b=fsinv COs v, 
a) + ; B +p 


c=ysinv+y cos. 

d ; da\? 0b\? CANA 1 
Bildet man hieraus eS) + eo) + es) se Bie oe eP? 
so folgt mit Hilfe der Formeln von Frenet Bd. I, § 6, 
(7)—(9) 

1 sinv cosw | 


py -=-" +" == __+6 h=6, 


w r Q sinv | cosv 


wo y und @ den Kriimmungsradius bezw. den Torsionsradius 
der beliebigen Raumkurve bedeuten. Aus § 22, (10) folgt 
nun wieder mit Hilfe der Formeln von Frenet 


—a={ldu+ C(asinv +Acos»), 
—y = {(mdu + C(Bsinv + u cose), 
—2=|ndu-+ Oly sinv +7 cos“). 


Dies sind die Flachengleichungen. Man zeigt leicht, dab 
diese Flachen erzeugt werden durch Bewegung eines Kreises 
yon konstantem Radius= C, dessen Mittelpunkt sich auf 
jener beliebigen Raumkurve bewegt, wihrend seine Ebene 
stets normal zu der Raumkurve bleibt (Rohrenfliche), Diese 
Kreise bilden das eine System von Kriimmungslinien. Ubrigens 
hatte man dies Resultat auch aus der Form des Linien- 
elements der Fliche leicht erhalten kénnen; denn die 
Kriimmungslinien «w=const. sind geodiitische und daher 
ebene Linien vgl. Bd. I, § 27, (17); wegen R, =C sind diese 
Linien daher Kreise, und der zweite Centramantel ist in 
eine Raumkurve entartet. 
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6. Verschiebt man eine Minimalkurve I parallel mit 
sich, so dafi sie stets eine zweite Minimalkurve J}, schneidet, 
so erzeugt IJ, eine Minimalfliche. Dieselbe Flaiche wird er- 
zeugt, wenn I), lings I, parallel mit sich verschoben wird (24). 

7. Bei jeder Minimalfliche stehen die Asymptoten- 
kurven aufeinander senkrecht (24). 

8. Bei jeder Minimalfliche sind die Minimallinien kon- 
jugiert (24). 

9. Ist die spharische Abbildung einer Flache dem Ur- 
bild konform, so ist die Fliche entweder eine Minimalfliche 
oder eine Kugel (22, 24). 

10. Man zeige, da eine Minimalfliche dadurch auf 
die Ebene konform abgebildet wird, dai man dem Flachen- 
punkt (w, v) § 24, (10) den Punkt (, 7) der Ebene durch die 
Formeln 

u=E+in, v=t—iM 
zuordnet (24, 8). 
11. Ebenso vermitteln die Gleichungen 


E+in=flF(wdu, E—in=f{/O@)do 


eine konforme Abbildung der Minimalflache auf die Ebene. 
Man zeige, dafi hierbei die Kriimmungslinien sich als Paral- 
lelen zu den Koordinatenachsen, die Asymptotenlinien sich 
als Parallelen zu den Halbierungslinien der Achsenwinkel 
abbilden (24, 8). 

12. Man zeige, das auf jeder Minimalfliche die Kriim- 
mungslinien und die Asymptotenlinien je ein Isothermen- 
system bilden (Aufg. 11) (vgl. § 22, Satz 3). 

13. Ordnet man fiir zwei beliebige Minimalflachen jedem 
Punkt P der einen Fliche den Punkt P, der anderen zu, . 
der dasselbe spharische Bild wie P besitzt, so gilt der Satz: 
Teilt man die Verbindungsstrecken PP, entsprechender 
Punkte in konstantem Verhiltnis, so ist der Ort der Teil- 
punkte @ wieder eine Minimalfliche, wobei Q dasselbe sphi- 
rische Bild wie P und P, hat (24). 

14. Man zeige, dafi die Wendelfliche die einzige Regel- 
flaiche ist, die zugleich Minimalfliche ist (Catalan). 

Wir deuten den Beweis an. Da die Erzeugenden Asymp- 
totenlinien sind, so sind die Orthogonaltrajektorien dieser — 
ebenfalls Asymptotenlinien (Aufgabe 7), die Erzeugenden sind 
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aber auch geodiitische Linien, die Orthogonaltrajektorien sind 
daher geodatisch parallel, nach Aufgabe 12 aber auch iso- 
therm, also nach § 20, Aufg. 44 auch von konstanter geo- 
datischer Kriimmung, Auferdem ist lings der Orthogonal- 
trajektorien das Krimmungsmafi konstant (vgl. § 20, Auf- 
gabe 45). Da nun nach § 17, (5), (7) (fiir L=0) fiir die 
Asymptotenlinien die absolute Kriimmung gleich der geo- 
daitischen Kriimmung, diese aber fiir die Orthogonaltrajek- 
torien konstant ist, so ist fiir jede dieser der Kriimmungs- 
radius konstant. Nach dem Satz von Enneper (I. Bd., 
§ 28, Aufgabe 36, b) ist weiter das Quadrat der abso- 
luten Torsion fiir eine Asymptotenlinie gleich dem nega- 
tiven Krimmungsmaf. Die Orthogonaltrajektorien sind daher 
auch Kurven konstanter Torsion und daher Schraubenlinien 
(Bd. I, § 9, 8. 35, Zusatz). Die Erzeugenden sind die Haupt- 
normalen dieser, womit der Beweis erledigt ist. 

Kiirzer wire folgender Beweis. Die Orthogonaltrajek- 
torien haben alle dieselben Hauptnormalen, nimlich die Er- 
zeugenden. Jetzt zeigt man mit Hilfe der Gleichungen von 
Frenet leicht, daB die Orthogonaltrajektorien Schrauben- 
linien sind. 

15. Den Kriimmungslinien der zu der Minimalfliche A 
assoziierten Fliche A’ [§ 26, (7)| entsprechen auf A die iso- 
gonalen Trajektorien der Kriimmungslinien fiir den Winkel > 
(Mit Hilfe von Aufgabe 11) (26), . 

16. Den Kriimmungslinien einer Minimalfliche ent- 
sprechen die Asymptotenlinien der adjungierten und um- 
gekehrt (26). 

17. Sind zwei Flichen aufeinander abwickelbar, so dah 
entsprechende Linienelemente einen konstanten Winkel a 
miteinander machen, so sind dies notwendig zwei assoziierte 
Minimalflachen mit parallelen Tangentialebenen in ent- 
sprechenden Punkten (26). 

18. Ennepersche Minimalfliche (24 ff) In § 24, 
(10) setze man F’(w)=3, worauf man mit w=a+%p, v= 
a—ip folgende Flichengleichungen in den Parametern a, 6 
erhiilt 


2=3a+3af2?—a?, y=— 38 — 308+ ', 
2= 3a? — 3 6?. 
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Dies ist die einfachste algebraische Minimalflaiche, die 
sogenannte Ennepersche Minimalflache. 

1. Die Fliche hat die Ordnung 9, sie wird also von 
einer beliebigen Geraden in neun Punkten getroffen. 

2. Vertauscht man w mit y und zugleich z mit —z, 
so geht die Fliche in sich selbst iiber. 

3. Die Geraden {2 =0, x =y}, {2=0, x= — y} liegen 
ganz auf der Flache. 

4. Man bestimme die Schnittkurven mit den Ebenen 
t=) und y—0. 

5. Die Kriimmungskurven sind die Kurven a =konst. 
und £=konst., es sind ebene Kurven vom Geschlecht Null. 
Die Ebenen der Kriimmungslinien haben zu Gleichungen 

e+az—3a—2a3=0, y—fz—36—2f6?=0. 

6. Die sphirischen Bilder der Kriimmungslinien bilden 
zwei Scharen von Kreisen. Die Ebenen dieser gehen alle 
durch zwei in einem Kugelpunkt aufeinander senkrecht 
stehenden Tangenten. 

7. Der Ort der Doppelpunkte der Kriimmungslinien 
wird gebildet von Kurven dritter Ordnung in der Ebene 
xz=0 und y=0 (Doppelkurven der Flache). 

8. Die Gleichungen der Asymptotenlinien lauten 


a-+ B=konst., a— $=konst., 


es sind Raumkurven dritter Ordnung. 

9. Die Ennepersche Fliche ist auf eine Rotations- 
fliche abwickelbar. 

10. Die assoziierten Flachen der Fliche stimmen alle 
der Gestalt nach iiberein und ergeben sich aus der Urflaiche 
dadurch, daB diese um die Z-Achse gedreht wird. 

11. Gegeben seien die beiden Parabeln 


(D t=Aa, yY=0, 2=2a?— TF 

(IL) x=0, y=—AB, e=—26?+1. 

_ Verbindet man irgend einen Punkt (a) von (1) mit 
einem beliebigen Punkt (8) von (IL) und errichtet auf der 


Verbindungslinie die Mittellotebene, so umhiillen diese 
Ebenen alle die Ennepersche Minimalflache (Darboux). 


§ 45. Ubungsaufgaben zu Abschnitt II. 205 


19) Besitzt eine auf einer Regelfliche gezogene Kurve 
zwei der drei folgenden Eigenschaften a) geodiitische Linie, 
b) Striktionslinie zu sein, c) die Erzeugenden unter kon- 
stantem Winkel zu schneiden, so besitzt sie auch die 
dritte (31). 

20) Man bringe das Linienelement einer Regelfliche 
auf die Form ds? = du? + [(w— a?) -+ f?| dv?, wo die Kurven 
v=konst. die Erzeugenden und a, f Funktionen yon v 
allein sind. Man zeige, daB w—a die Gleichung der Strik- 
tionslinie ist. Bezeichnet man ferner den Winkel, den die 
Tangentenebene im Mittelpunkt w—a einer Erzeugenden v 
mit der Tangentenebene im Punkte w derselben Erzeugenden 


“—* (Chasles) (31 f). 


bildet mit gy, so ist tgp= 


21) Jede Ebene durch eine Erzeugende einer Regel- 
flaiche beriihrt die Fliche in einem Punkte P, der Erzeu- 
genden und steht in einem Punkte P, dieser auf der Fliache 
senkrecht. Dreht sich diese Ebene um die Erzeugende, so 
geben P, und P, eine Involution, deren Centrum der Mittel- 
punkt ist (mit Hilfe von 20). Geometrisch zeigt man dies 
leicht so: durch drei konsekutive Flachenerzeugende 4,, 9, 95 
ist ein Hyperboloid bestimmt, das lings g, mit der Flache 
offenbar alle Tangentenebenen gemein hat. Nun gilt der 
Satz, wie leicht gezeigt wird, fiir jedes Hyperboloid, also 
auch fiir die Fliche. 

22) Man berechne fiir das Linienelement in Aufgabe (20) 

— p? 
[(w—a)? + B?)?. 
Hieraus folgert man, daf das Kriimmungsmaf lings jeder 
Erzeugenden, fiir die 620 ist, im Mittelpunkt sein Maxi- 
mum hat und der Null sich néhert, je weiter man sich vom 
Mittelpunkt entfernt. , 

23) Die Striktionslinie einer jeden Schar der Erzeugen- 
den eines hyperbolischen Paraboloids ist eine Parabel (31). 


24) Man suche alle Regelflichen, die sich auf die 


das Kriimmungsmafi &. Man erhilt so k= 


" v oe ; 
Schraubenfliche x= cos a7 Yausin’, e=v abwickeln 


lassen. Man zeige, daf die Erzeugenden der verbogenen 
Flache stets die Binormalen einer Kurve mit der konstanten 
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) Asif tgs ; : 
Torsion a sind. (Man benutze die Gleichungen von 


Frenet, Bd. I, § 6.) 


25) Jede Regelfliche kann so verbogen werden, daf 
eine beliebig auf ihr gezogene Kurvye Asymptotenlinie 
wird (32). 

26) Jede Regelfliche kann so verbogen werden, daf eine 
beliebige auf ihr gezogene Kurve, die nicht Orthogonal- 
trajektorie der Erzeugenden ist, Kriimmungslinie wird (32). 

27) Welches ist die Bedingung dafiir, dai die Kriim- 
mungslinien auf jeder Fliche eines dreifach orthogonalen 
Flachensystems ein isometrisches System bilden? (34.) 

28) Es gibt kein dreifach orthogonales System, wo 
jede Schar aus Minimalflichen (ausgenommen Ebenen) be- 
steht (34). 

29) Zwei Scharen eines dreifach orthogonalen Systems 
bestehen aus Ebenen. Es sollen die Gleichungen des Sy- 
stems angegeben werden (die dritte Schar besteht aus Cy- 
lindern (34). 

30) Der ktirzeste Abstand dp der Normalen einer 
Flache in den Endpunkten eines Linienelements ds laiuft mit 
der zu ds konjugierten Richtung parallel (Beweis analytisch 
oder geometrisch (37). 

31) Die Enveloppe der Ebenen, welche in dem Grenz- 
punkte jedes Strahles eines isotropen Strahlensystems senk- 
recht zu diesem gezogen werden, ist eine Minimalfiiche 
(Ribaucour) (39). 

32) Legt man durch einen Punkt P eines Strahles eines 
Strahlensystems eine zu ihm senkrechte Ebene und zieht in 
ihr eine unendlich kleine, den Punkt umschlieBende Kurve 
mit der Flache df, so erhilt man als sphirisches Bild aller 
Strahlen, die innerhalb df verlaufen, eine Flache dm. Das 


Verhaltnis ce nennt man das Dichtigkeitsma8 des Strahlen- 


systems an der Stelle P. Ist nun¢ die Abszisse von P und sind 
0, und ge, die Abszissen der Brennpunkte fiir den Strahl durch 


P, so ist das Dichtigkeitsma8 eB : Fir ein 
df (a—)(@—) 

Normalensystem ist das DichtigkeitsmaS in einem Punkte 
einer Orthogonalfliche identisch mit dem Kriimmungsma8 
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der Orthogonalfliche. Man suche die Punkte auf einem 
Strahl, wo das Dichtigkeitsmaf einen kleinsten oder gréften 
Wert besitzt. Die Flacheninhalte zweier Querschnitte eines 
unendlich diinnen Strahlenbiindels verhalten sich umgekehrt 
wie die Dichtigkeitsmafe der entsprechenden Stellen (37 ff.) 
33) Die gemeinschaftlichen Tangenten zweier konfokaler 
Flachen zweiten Grades bilden ein Normalensystem (Chas - 
les) (vgl. Bd. I, § 28, Aufgabe 34). (Man zeige, dab die 
Brennebenen aufeinander senkrecht stehen (38). 
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